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VÀI ĐỊNH LÍ MINIMAX CHO HÀM ĐA TRỊ 
 

VÕ VIẾT TRÍ*, NGUYỄN XUÂN HẢI**, NGUYỄN HỒNG QUÂN** 

 

TÓM TẮT 
Chúng tôi chứng minh vài điều kiện đủ cho sự tồn tại đẳng thức minimax và điểm 

yên ngựa. Các kết quả được thiết lập cho các hàm đa trị vô hướng xác định trên nửa dàn 
tôpô. 

Từ khóa: định lí minimax, điểm yên ngựa, nửa dàn , ánh xạ  -KKM. 
ABSTRACT 

Some minimax theorems for set-valued maps 
We prove several sufficient conditions for the existence of minimax equalities and 

saddle points. Results are established for set-valued maps defined on topological 
semilattices. 

Keywords: minimax theorem, Saddle point, Semilattice, -KKM mapping. 
 

1. Giới thiệu và tổng quan 
Gọi X là một tập không rỗng và RXXF 2:  là một hàm đa trị vô hướng. Ta 

nói một đẳng thức minimax thỏa cho F nếu 

),(supinf yxF
XxXy



 =  ),(infsup yxF
XyXx



.    (1) 

Trong trường hợp X là một không gian tôpô compact và F là hàm liên tục thì các 
tập và ),( yxF

Xy



là các tập compact, do đó ),(max yxF
Xx



 và ),(min yxF
Xy



 tồn tại. 

Hơn nữa các ánh xạ đơn trị ),(max yxFy
Xx



  và ),(min yxFx
Xy



 là liên tục. Bởi 

vậy, trong trường hợp này nếu đẳng thức minimax thỏa cho F thì nó được viết dưới 
dạng 

),(maxmin yxF
XxXy



 = ),(minmax yxF
XyXx



.                                              (2) 

Một điểm XXyx ),(  được gọi là điểm yên ngựa của F nếu 

),(max yxF
Xx



 =  ),( yxF = ),(min yxF
Xy



. 
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Nếu F có điểm yên ngựa thì đẳng thức minimax luôn thỏa cho F, và (1) được viết 
ở dạng 

),(maxinf yxF
XxXy



 =  ),(minsup yxF
XyXx



.                                   (3) 

Một điều kiện để có đẳng thức kiểu (1) được thiết lập lần đầu trong [2], trong khi 
các điều kiện đủ để có đẳng thức dạng (2) đã được đưa ra gần đây bởi các tác giả ([3-
8]). Bài báo này thiết lập vài kết quả mới cho sự tồn tại điểm yên ngựa và đẳng thức 
minimax (1) được thỏa. 

Ta nhắc lại vài khái niệm cần thiết về sau. Gọi X, Y là các không gian tôpô và 
YXG 2:   là một hàm đa trị. G  được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) tại 0x  nếu mỗi tập 

mở YU  thỏa UxG )( 0 , tồn tại một lân cận mở V của 0x  sao cho: 
 UxGVx )(, 0 . G  gọi là nửa lên tục trên (usc) tại 0x nếu với mỗi tập mở 

)( 0xGU  , tồn tại một lân cận mở V của 0x  sao cho )(VGU  . G  gọi là liên tục tại 

0x  nếu và chỉ nếu nó vừa usc vừa lsc tại 0x . Ta nói rằng G  là lsc (usc, liên tục) nếu nó 
là lsc (usc, liên tục) tại mọi điểm của X.  

Từ đây trở đi, với tập không rỗng X, ta luôn kí hiệu X là lớp tất cả các tập con 
hữu hạn của X. Tập sắp thứ tự bộ phận ),( X được gọi là nửa dàn trên (gọi tắt là nửa 
dàn) nếu mỗi cặp phần tử bất kì ),( yx đều có cận trên đúng  yx,sup . ),( X  gọi là 
nửa dàn tôpô nếu X là một không gian tôpô và ánh xạ  yxyx ,sup),(   liên tục. Nếu 

Xxx 21, sao cho 21 xx  thì tập  1 2 1 2[ , ] :x x y X x y x     được gọi là một khoảng 
thứ tự (hoặc cho gọn là khoảng). Với  một tập con hữu hạn  XN , tập hợp 


Nx

NxNconv


  ]sup,[ được gọi là một bao lồi của N . Tập con XC  được gọi là một 

tập  lồi nếu với mọi  CN , CNconv  . 

Gọi ),( 11 X  và ),( 22 X  là hai nửa dàn tôpô. Trên 21 XX   ta trang bị tôpô tích 
và đưa vào 21 XX   quan hệ thứ tự bộ phận như sau: với 2121 ),( XXxx   và 

2121 ),( XXyy   ta xác định ),(),( 2121 yyxx   nếu và chỉ  nếu 111 yx   và 222 yx  . Khi 
đó ),( 21  XX  là nửa dàn tôpô với      ),sup,,(sup),(),,(sup 22112121 yxyxyyxx  . Ta 
gọi nửa dàn này là nửa dàn tích. 

Với X là một nửa dàn tôpô,  XD  và XXG 2:  là một ánh xạ đa trị, G được 
gọi là một ánh xạ  KKM nếu với mọi tập con hữu hạn  DN , ta có 

).(xGNconv
Nx



   

Định lí sau đây sẽ được dùng để chứng minh các kết quả chính của bài báo. Định 
lí này được thiết lập trong [1]. 
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Định lí 1.1. Giả sử X là nửa dàn tôpô có các khoảng liên thông đường và  
XXG 2:  là ánh xạ đa trị thỏa các điều kiện sau  

(i)  G  có các ảnh đóng; 
(ii)  G là ánh xạ  KKM; 

(iii) tồn tại  XN0  và một tập con compact K của X sao cho  .)( KxG
Xx



  

Khi đó  


)(xG
Xx
 . 

2. Các định lí minimax 
Định lí 2.1. Giả sử X là nửa dàn tôpô có các khoảng liên thông đường, R và 

RXXF 2:  là một hàm đa trị thỏa các điều kiện sau  
a) với mỗi  XN  và Nconvy  , 


),(supmin yxF

Nx
; 

b) với mỗi ,Xx   tập   ),(sup: yxFXy  là đóng; 
c) tồn tại  XN0  và một tập con compact K của X sao cho ,\ KXy  




),(supmax
0

yxF
Nx

. 

Khi đó tồn tại Xy  sao cho 


),(sup yxF
Xx
 . Do đó, nếu với bất kì 

: sup inf ( , )
x X y X

F F x y 
 

    , các điều kiện a)-c) được thỏa thì ),(supinf yxF
XxXy



 = 

),(infsup yxF
XyXx



. 

Chứng minh.  Định nghĩa hàm đa trị XXG 2:  , được xác định bởi  
  ),(sup:)( yxFXyxG  cho mọi .Xx  

Bởi giả thiết b), G  có các ảnh đóng, nghĩa là điều kiện (i) của Định lí 1.1 được 
thỏa. Giả thiết c) có nghĩa rằng với mọi ,\ KXy tồn tại Nx  sao cho 

),(sup yxF . Điều này kéo theo rằng nếu với y  nào đó thỏa ),(sup yxF cho mọi 
Nx , thì y  phải thuộc K. Do đó  

  .),(sup:)(
00

KyxFXyxG
NxNx



   

Vậy điều kiện (iii) của Định lí 1.1 thỏa cho G . Ta chứng minh G là một ánh xạ 
 KKM. Lấy bất kì tập con hữu hạn  XN  và bất kì Nconvy  . Giả thiết a) kéo 

theo sự tồn tại Nx sao cho ),(sup yxF , nghĩa là 
  ).()',(sup:' xGyxFXyy    Do đó ).(xGNconv

Nx



  Vậy, G thỏa tất cả các 

điều kiện của Định lí 1.1. Theo Định lí 1.1 ta có  
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  .),(sup:)( 



XxXx
yxFXyxG   

Suy ra tồn tại Xy   sao cho: ),(sup yxF   với mọi Xx . Do đó 

  


XxyxFyxF
Xx

),,(supsup),(sup . 

Chú ý rằng  bất đẳng thức sau luôn thỏa 

),(supinf yxFF
XxXy



      


 FyxF
XyXx

),(infsup  . 

Do đó,  nếu với bất kì  F , các điều kiện a)-c) được thỏa thì  

),(supinf yxF
XxXy



    .),(sup 


yxF
Xx
  

Cho  F  ta có  

),(supinf yxF
XxXy



       ),(infsup yxF
XyXx



. 

Các bất thức trên kéo theo ),(supinf yxF
XxXy



 =  ),(infsup yxF
XyXx



. Chứng 

minh hoàn thành. 
Gọi X là nửa dàn tôpô và  RXXF 2:  là một hàm đa trị. Ta nói F là  tựa 

lõm nếu với mọi ,Xy   XN  và Nconvx  , tồn tại Nx'  sao cho 

 RyxFyxF ),(),'( .  Sau đây là vài điều kiện đủ để các giả thiết của Định lí 2.1 
được thỏa. 
Mệnh đề 2.1. Nếu với mỗi ,Xx ),( xF  là lsc thì giả thiết b) của Định lí 2.1 được 
thỏa. 

1) Giả thiết a) của Định lí 2.1 được thỏa nếu với mỗi ,Xy  ),(sup yyF  và tập 

yU  :=  ),(sup: yxFXx  là  lồi. Trong trường hợp F là   tựa lõm thì yU là 
 lồi. 

Chứng minh.  
1) Lấy bất kì lưới  y  trong   ),(sup: yxFXyVx  hội tụ đến 0y . Ta phải 

chứng tỏ rằng ),(sup 0yxF . Với bất kì 0 , tồn tại ),( 00 yxFt  sao cho 
 00),(sup tyxF . Khi ),( xF  là lsc, tồn tại lưới  t  sao cho ),(  yxFt   và 

0tt  . Ta có   ),(sup yxFt  cho mọi  . Vì ],(   là đóng, ta có 0t . Khi đó 
  00),(sup tyxF . Vì   là tùy ý, ta có  ),(sup 0yxF . 

2) Giả sử trái lại, a) của Định lí 2.1 không thỏa. Thế thì tồn tại  XN  và 
Nconvy   sao cho ),(sup yxF  với mọi Nx . Suy ra yUN  . Vì yU  là  lồi, 
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ta có yUNconvy   , nghĩa là ),(sup yyF . Điều này mâu thuẫn với giả thiết 
),(sup yyF . 

Trong trường hợp của hàm đơn trị, ta có hệ quả sau. 
Hệ quả 2.1. Giả sử X là nửa dàn tôpô có các khoảng liên thông đường, R và  

RXXf : là một hàm (đơn trị ) thỏa các điều kiện sau  

a) với mỗi  XN  và Nconvy  , tồn tại Nx với ),( yxf ; 
b) với mỗi ,Xx  tập   ),(: yxfXy  là đóng; 
c) tồn tại  XN0  và một tập con compact K của X sao cho  ,\ KXy  tồn 

tại 0Nx  sao cho ),( yxf . 

Khi đó  Xy  sao cho ),( yxf với mọi Xx . Hệ quả là,  nếu với bất kì 
),(infsup yxf

XyXx 
 , các điều kiện a)-c) được thỏa thì ),(supinf yxf

XxXy 
 =  ),(infsup yxf

XyXx 
. 

Tiếp theo ta chứng minh một kết quả cho sự tồn tại điểm yên ngựa. 
Định lí 2.2. Giả sử X là nửa dàn tôpô có các khoảng liên thông đường và 

RXXF 2:  là một hàm đa trị thỏa các điều kiện sau  
a) với mỗi  XX  và  convyx ),( , tồn tại ),( ba  với 

),(inf),(sup bxFyaF  ; 
b) với bất kì ,),( XXba    tập  ),(inf),(sup:),( bxFyaFXXyx   là đóng; 
c) tồn tại  XX0  và một tập con compact K của XX   sao cho 

,\),( KXXyx   tồn tại 0),( ba  với  ),(inf),(sup bxFyaF  . 

Khi đó F có điểm yên ngựa, và do đó ta có ),(maxinf yxF
XxXy



 = 

),(minsup yxF
XyXx



. 

Chứng minh. 
Định nghĩa hàm đa trị XXXXG  2: , được xác định bởi  

 ),(inf),(sup:),(),( bxFyaFXXyxbaG   cho mọi .),( XXba   

Lấy bất kì  XX  và  convyx ),( , bởi giả thiết a) tồn tại ),( ba  sao 
cho ),(inf),(sup bxFyaF  . Điều này có nghĩa rằng  

  ).,(),'(inf)',(sup:)','(),( baGbxFyaFXXyxyx   

Do đó  

  ).,(),'(inf)',(sup:)','(
),(),(

baGbxFyaFXXyxconv
baba



   

Vậy G là ánh xạ  KKM. 
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Giả thiết b) nói rằng G  có các ảnh đóng. Giả thiết c) tương đương với  tồn tại 
 XX0  và một tập con compact K của XX   sao cho   

 ),(inf),(sup:),(\
0),(

bxFyaFXXyxKXX
ba




  

 ]),(inf),(sup:),(\[
0),(

bxFyaFXXyxXX
ba




  

 ),(inf),(sup:),(\
0),(

bxFyaFXXyxXX
ba




  

).,(\
0),(

baGXX
ba




  

Do đó .),(
0),(

KbaG
ba




  Vậy , theo Định lí 1.1, tồn tại XXyx ),( sao cho  

 ),(inf),(sup:),(),(),(
),(),(

bxFyaFXXyxbaGyx
XXbaXXba




 , 

Nghĩa là ),(inf),(sup bxFyaF   cho mọi XXba ),( . Với ),(),( yxba   ta 
có ),(inf),(sup yxFyxF  . Do đó ta phải có ),(inf),(),(sup yxFyxFyxF  . Bây giờ 
cho yb   ta có: ),(),(inf),(sup yxFyxFyaF  với mọi Xa . Suy ra 

),(),(max yxFyaF
Xa



 .Tương tự, lấy xa  ta cũng suy ra ),(),(min yxFbxF

Xb



 . 

Vậy ),( yx  là điểm yên ngựa. 

Mệnh đề sau cho một điều kiện đủ để giả thiết b) của Định lí 2.2 thỏa. 
Mệnh đề 2.2. Giả sử X là nửa dàn tôpô compact, ),( aF  và ),( bF   là lsc cho mỗi 

XXba ),( , thế thì tập  ),(inf),(sup:),(),( bxFyaFXXyxbaV  là đóng. 

Chứng minh.   
Lấy bất kì lưới  ),(  yx  trong ),( baV  hội tụ đến ),( 00 yx . Lấy bất kì ),( yaFt  

và ),( bxFh . Khi đó tồn tại các lưới ),(  yaFt   và ),( bxFh   sao cho tt   và 
hh  . Bởi vì ),(inf),(sup bxFyaF    cho mọi  , ta có  ht   cho mọi  . Do đó 

ht  . Vì ht, là tùy ý, ta có ),(inf),(sup bxFyaF  . 

Hệ quả sau phát biểu cho hàm đơn trị, chứng minh của nó được suy trực tiếp từ 
Định lí 2.2. 
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Hệ quả 2.2. 
Giả sử X là nửa dàn tôpô có các khoảng liên thông đường và  RXXf :  là 

một hàm (đơn trị ) thỏa các điều kiện sau  
a) với mỗi  XX  và  convyx ),( , tồn tại ),( ba  với ),(),( bxfyaf  ; 
b) với bất kì ,),( XXba    tập  ),(),(:),( bxfyafXXyx   là đóng; 
c) tồn tại  XX0  và một tập con compact K của XX   sao cho  

,\),( KXXyx   tồn tại 0),( ba  với  ),(),( bxfyaf  . 

Khi đó f có điểm yên ngựa, và do đó ta có ),(maxinf yxf
XxXy 

 =  ),(minsup yxf
YyXx 

. 
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