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ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHUNG 
 VỚI ĐIỀU KIỆN CO KIỂU PATA SUY RỘNG 

TRONG KHÔNG GIAN b-MÊTRIC SẮP THỨ TỰ 
 

NGUYỄN TRUNG HIẾU*, BÙI THỊ NGỌC HÂN**  
 

TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng điều kiện co kiểu Pata trong bài báo [8] cho hai 

ánh xạ trong không gian b-mêtric sắp thứ tự và thiết lập định lí điểm bất động chung cho 
chúng. Đồng thời, chúng tôi suy ra một số hệ quả từ định lí, xây dựng ví dụ minh họa cho 
kết quả đạt được và vận dụng định lí được thiết lập để khảo sát sự tồn tại nghiệm của hệ 
phương trình tích phân phi tuyến. 

Từ khóa: điểm bất động chung, không gian b-mêtric sắp thứ tự, điều kiện co kiểu 
Pata suy rộng. 

ABSTRACT 
Some common fixed point theorems for generalized Pata-type contractions 

 in partially ordered b -metric spaces 
In this paper, we extend the Pata-type contraction in [8] to two mappings in partially 

ordered b -metric spaces and state certain common fixed point theorems for them. We also 
deduce some corollaries, construct some illustrated examples and apply the obtained 
theorem to study the existence of solutions to the system of nonlinear integral equations. 

Keywords: common fixed point, partially ordered b -metric spaces, generalized Pata-
type contraction. 

 

1. Giới thiệu 
Các định lí điểm bất động là công cụ hữu ích trong việc khảo sát sự tồn tại nghiệm 

của những bài toán liên quan đến phương trình vi phân, phương trình tích phân và phương 
trình đạo hàm riêng. Nguyên lí ánh xạ co Banach trong không gian mêtric đầy đủ là kết 
quả cơ bản nhất về điểm bất động. Do đó, nhiều tác giả trong và ngoài nước quan tâm 
nghiên cứu mở rộng nguyên lí này cho những không gian khác nhau cũng như cho các 
dạng ánh xạ co khác nhau. Trong hướng mở rộng thứ nhất, nhiều khái niệm không gian 
mêtric suy rộng đã được giới thiệu như không gian mêtric sắp thứ tự, không gian mêtric 
nón, không gian b-mêtric [2]. Trong các không gian mêtric suy rộng đó, không gian b-
mêtric nhận được nhiều sự quan tâm của nhiều tác giả trong lĩnh vực lí thuyết điểm bất 
động bởi vì tính không liên tục của ánh xạ b-mêtric. Nhiều kết quả về điểm bất động trong 
không gian b-mêtric đã được thiết lập (xem [2] và các tài liệu tham khảo trong đó). 

Bên cạnh việc đề xuất những không gian mêtric suy rộng, một số tác giả đã giới 
thiệu những điều kiện co suy rộng [4]. Năm 2011, Pata [9] đã giới thiệu một điều kiện 
co suy rộng mới và thiết lập một số kết quả về điểm bất động của điều kiện co này. Kể 
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từ đó, những mở rộng của điều kiện co kiểu Pata trên không gian mêtric cũng như 
không gian mêtric suy rộng cũng được nghiên cứu. Năm 2014, Balasubramanian [3] đã 
thiết lập định lí điểm bất động cho ánh xạ kiểu Pata trong không gian mêtric nón đầy 
đủ; Eshaghi và cộng sự [6] cũng đã thiết lập một số kết quả điểm bất động kép cho điều 
kiện co kiểu Pata trong không gian mêtric đầy đủ sắp thứ tự, đồng thời, việc ước lượng tốc 
độ hội tụ của dãy lặp về điểm bất động kép cũng được giới thiệu; Kadelburg và cộng sự [8] 
đã khảo sát điểm bất động của ánh xạ thỏa mãn điều kiện co kiểu Pata suy rộng trong 
không gian mêtric sắp thứ tự. 

Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng điều kiện co kiểu Pata suy rộng trong bài báo 
[8] cho hai ánh xạ trong không gian b-mêtric sắp thứ tự và thiết lập định lí điểm bất 
động chung cho điều kiện co mới này. Đồng thời, chúng tôi vận dụng định lí được thiết 
lập để khảo sát sự tồn tại nghiệm của hệ phương trình tích phân phi tuyến. Trước hết, 
chúng tôi trình bày một số khái niệm và kết quả cơ bản được sử dụng trong bài báo. 
Định nghĩa 1.1. ([5]) Cho X  là một tập hợp khác rỗng và ´ ® ¥: [0, )d X X  là một 
ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau với mọi Î, ,x y z X  và với 1,s ³  

(1) ( , ) 0d x y =  khi và chỉ khi .x y=  
(2) ( , ) ( , ).d x y d y x=  
(3) ( , ) ( ( , ) ( , )).d x y s d x z d z y£ +  
Khi đó, ánh xạ d  được gọi là một b-mêtric trên X  và bộ ( , , )X d s  được gọi là một 

không gian b-mêtric. 
Định nghĩa 1.2. ([5]) Cho ( , , )X d s  là một không gian b-mêtric. Khi đó 

(1) Dãy { }nx  được gọi là hội tụ đến x  nếu 
® ¥

=lim ( , ) 0,nn
d x x  kí hiệu là 

lim .nn
x x

® ¥
=  Điểm x  được gọi là điểm giới hạn của dãy { }.nx   

(2) Dãy { }nx  được gọi là dãy Cauchy nếu 
,
lim ( , ) 0.n mn m

d x x
® ¥

=  

(3) Không gian ( , , )X d s  được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy là một dãy hội tụ. 
Định nghĩa 1.3. ([7]) Cho( , )X °  là một tập sắp thứ tự và hai ánh xạ , : .f g X X®  Khi 
đó, cặp ( , )f g  được gọi là tăng yếu nếu fx gfx°  và gx fgx°  với mọix XÎ .  

Lưu ý rằng, mỗi mêtric là một ánh xạ liên tục. Tuy nhiên, điều này không đúng 
đối với b -mêtric [2]. Bổ đề sau được dùng để khắc phục tính không liên tục của b -
mêtric trong những chứng minh ở phần sau. 
Bổ đề 1.4. ([1]) Cho ( , , )X d s  là một không gian b-mêtric và hai dãy { },{ }n nx y  lần 
lượt hội tụ đến , .x y  Khi đó 

2
2

1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).n n n nn n
d x y d x y d x y s d x y

s ® ¥ ® ¥
£ £ £  

Đặc biệt, nếu x y=  thì lim ( , ) 0n nn
d x y

® ¥
= . Hơn nữa, với mọi z XÎ , ta có 



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐHSP TPHCM Nguyễn Trung Hiếu và tgk 
_____________________________________________________________________________________________________________ 
 
 

83 

1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).n nn n
d x z d x z d x z sd x z

s ® ¥ ® ¥
£ £ £  

Hai bổ đề sau được sử dụng trong chứng minh kết quả chính. 
Bổ đề 1.5. Với 1,a ³  tồn tại hai số dương ,a b  thỏa mãn (1 )x ax ba a+ £ +  với mọi 

0.x ³   
Bổ đề 1.6. Cho ( , , )X d s  là một không gian b -mêtric và { }nx  là dãy trong ( , , ).X d s  Khi 
đó, các mệnh đề sau là tương đương. 

(1) { }nx  là dãy Cauchy trong ( , , ).X d s   

(2) 2{ }nx  là dãy Cauchy trong ( , , )X d s  và 1lim ( , ) 0.n nn
d x x 

   

Chứng minh. (1) (2). Từ giả thiết, ta có 2{ }nx  là dãy Cauchy trong ( , , )X d s  và 

1lim ( , ) 0.n nn
d x x 

  

(2) (1). Với mọi , 0,n m   chúng ta xét các trường hợp sau. 
Trường hợp 1. 2 1, 2n k m l    với mọi , 0.k l   Khi đó 

2 1 2 2 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ).n m k l k k k ld x x d x x sd x x sd x x     

Trường hợp 2. 2 , 2 1n k m l    với mọi , 0.k l   Khi đó 

2 2 1 2 2 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ).n m k l k l l ld x x d x x sd x x sd x x     

Trường hợp 3. 2 1, 2 1n k m l     với mọi , 0.k l   Khi đó 
2 2

2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).n m k l k k k l l ld x x d x x sd x x s d x x s d x x
  

     

Từ các trường hợp trên, suy ra 
,
lim ( , ) 0.n mn m

d x x


  Do đó, { }nx  là dãy Cauchy 

trong ( , , ).X d s  
2. Các kết quả chính  

Kí hiệu Y  là tập hợp các hàm số : [0,1] [0, )y ® ¥  tăng và (0) 0.y =  Định lí sau 
là một mở rộng của [8, Theorem 3.2] sang không gian b-mêtric sắp thứ tự.   
Định lí 2.1. Cho ( , , , )X d s °  là một không gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ và 

, :f g X X®  là hai ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1) Tồn tại 0x XÎ  sao cho 0 0.x gx° g   

(2) Cặp ánh xạ ( , )f g  tăng yếu  
(3) Tồn tại 1,  [0, ],  0a b a g³ Î ³  và hàm y Î Y  sao cho  

0 0 0 03

1( , ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )fgd fx gy M x y d x x d y x d fx x d gy x
s

bae ge y e- é ù£ + + + + +ê úë û   
(2.1) 

với mọi [0,1]e Î  và mọi ,x y XÎ  mà ,x y°  trong đó 



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐHSP TPHCM Số 6(84) năm 2016 
_____________________________________________________________________________________________________________ 
 
 

84 

( , ) ( , )( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), .
2fg

d x gy d y fxM x y d x y d x fx d y gy
s

ì üï ï+ï ï= í ýï ïï ïî þ
 

(4) f  hoặc g  liên tục, hoặc ( , , , )X d s °  thỏa mãn giả thiết (H): Nếu { }nx  là dãy 
tăng trong X  và lim nn

x x X
® ¥

= Î  thì nx x°  với mọi .n  

Khi đó, f  và g  có điểm bất động chung. 
Chứng minh.  
Bước 1. Chứng minh nếu z  là điểm bất động của f  hoặc g  thì z  là điểm bất 

động chung của f  và .g  Thật vậy, Giả sử z  là điểm bất động của .f  Từ điều kiện 
(2.1), ta có 

0 0 0 03

0 03

1( , ) ( , ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1                        = ( , ) ( ) 1 3 ( , ) ( , )

                        (1 ) ( , ) ( ) 1 3

fgd z gz d fz gz M z z d z x d z x d fz x d gz x
s

d z gz d z x d gz x
s

d z gz d

ba

ba

a

e ge y e

e ge y e

e ge y e

- é ù= £ + + + + +ê úë û
- é ù+ + +ê úë û

£ - + + 0 0( , ) ( , ) .z x d gz x
bé ù+ê úë û

Đặt 0 01 3 ( , ) ( , ) .K d z x d gz x
b

g é ù= + +ê úë û  Suy ra ( , ) ( ) ( ).d z gz K Kae e y e ey e£ £  Điều này 
dẫn đến ( , ) ( )d z gz K y e£  với mọi e Î [0,1].  Cho 0,e =  ta được ( , ) (0) 0.d z gz K y£ =  
Suy ra ( , ) 0d z gz =  hay z  là điểm bất động của .g  Vậy z  là điểm bất động chung của 
f  và .g  

Lập luận tương tự, ta cũng chứng minh được nếu z  là điểm bất động của g  thì z  
là điểm bất động chung của f  và .g  

Bước 2. Chứng minh f  và g có điểm bất động chung 

Với 0x XÎ  thỏa mãn 0 0,x gx°  xét dãy { }nx  trong X  xác định bởi 

2 2 2 1n nx fx+ +=  và 2 1 2n nx gx+ =  với .n Î ¥  Do cặp ( , )f g  tăng yếu nên  

0 1 0 0 1 2 1 2 3 ... ...nx x gx fgx fx x gfx fx x x= = = = =° ° ° ° ° °  
Do đó, { }nx  là dãy tăng. Nếu tồn tại 0n Î ¥  sao cho 

0 02 2 1n nx x +=  thì 
0 02 2n nx gx=  

hay 
02nx  là điểm bất động của .g  Do đó, theo Bước 1 ta có 

02nx  là điểm bất động chung 

của f  và .g  Nếu tồn tại 0n Î ¥  sao cho 
0 02 1 2 2n nx x+ +=  thì 

0 02 1 2 1n nx fx+ +=  hay 
02 1nx +  là 

điểm bất động của .f  Do đó, theo Bước 1 ta có 
02 1nx +  là điểm bất động chung của f  và 

.g  Bây giờ, ta giả sử 1n nx x +¹  với mọi .n Î ¥  Khi đó, trong (2.1), thay x  bởi 2 1,nx -  

y  bởi 2nx  và đặt 2 1 0 2 0 2 1 01 ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,n n nK d x x d x x d x x
b

g - +
é ù= + + + ³ê úë û  

ta có 
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2 2 1 2 1 2 2 1 23

1( , ) ( , ) ( , ) ( ),n n n n fg n nd x x d fx gx M x x K
s

ae e y e+ - -

-= £ +   

trong đó 

2 1 2 1 2 2
2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 2 1
2 1 2 2 2 1

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),

2
( , ) ( , )

                 max ( , ), ( , ),
2

               

n n n n
fg n n n n n n n n

n n n n
n n n n

d x x d x x
M x x d x x d x x d x x

s
d x x d x x

d x x d x x

- +
- - - +

- +
- +

ì üï ï+ï ï= í ýï ïï ïî þ
ì üï ï+ï ï£ í ýï ïï ïî þ
{ }2 1 2 2 2 1  max ( , ), ( , ) .n n n nd x x d x x- +=

Giả sử tồn tại *n Î ¥  sao cho { }2 1 2 2 2 1 2 2 1max ( , ), ( , ) ( , ).n n n n n nd x x d x x d x x- + +=  Khi đó 

2 2 1 2 2 1 2 2 13

1( , ) ( , ) ( ) (1 ) ( , ) ( ).n n n n n nd x x d x x K d x x K
s

a ae e y e e e y e+ + +

-£ + £ - +  

Suy ra 2 2 1( , ) ( ) ( ).n nd x x K Kae e y e ey e+ £ £  Theo lí luận ở Bước 1, ta suy ra 

2 2 1( , ) 0.n nd x x + =  Điều này là một mâu thuẫn. Do đó 2 2 1 2 1 2( , ) ( , )n n n nd x x d x x+ -£  với mọi 
*.n Î ¥  Tương tự, trong (2.1), bằng cách thay x  bởi 2 1,nx +  y  bởi 2nx  ta cũng chứng 

minh được 2 2 2 1 2 1 2( , ) ( , )n n n nd x x d x x+ + +£  với mọi .n Î ¥  Do đó, 1{ ( , )}n nd x x +  là dãy 

giảm. Khi đó, tồn tại * 0d ³  để *
1lim ( , ) .n nn

d x x d+® ¥
=  Đặt 2 2 0( , ).n nc d x x=  Vì 

1{ ( , )}n nd x x +  là dãy giảm nên 

2 2 1 2 1 2 0 1 1( , ) ( , ) ... ( , ) .n n n nd x x d x x d x x c+ -£ £ £ =  (2.2) 
Do đó 

2 1 1 0 2 2 2 1 0 0 1 0 2 1 2 1 2 2

1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
                              2 ( ).

n n n n n n

n

d x x d x x sd x x sd x x sd x x sd x x
s c c

+ + + + + +

+

+ £ + + +
£ +

   

(2.3) 

Từ (2.1), (2.2), và (2.3), ta có 

2 1 2 1 0
2 2

2 1 2 2 2 2 1 1 0
2 2

1 2 1 0

( , )
     ( , ) ( , ) ( , )
     ( ) ( , )

n n

n n n

n

c d x x
sd x x s d x x s d x x
s s c s d fx gx

+ +

+ + +

+

=
£ + +
£ + +

 

2 2
1 2 1 03

2
2 1 0 0 0 2 2 0 1 0

1( ) ( , )

         ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

fg n

n n

s s c s M x x
s

s d x x d x x d x x d x x
ba

e

ge y e

+

+ +

æ ö- ÷ç ÷£ + + ç ÷ç ÷çè ø
é ù+ + + + +ê úë û

 

2 2 2 1 1 0 2 2
1 2 1 0 2 1 2 2 1 03

2
2 1 0 2 2 2 1 2 1 0 1 0

( , ) ( , )1( ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

         ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n n
n n n

n n n n

d x x d x x
s s c s d x x d x x d x x

ss

s d x x sd x x sd x x d x x
ba

e

ge y e

+ +
+ + +

+ + + +

ì üæ ö ï ï+- ÷ ï ïç ÷£ + + ç í ý÷ç ÷ç ï ïè ø ï ïî þ
é ù+ + + + +ê úë û
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( )

2 2
1 1 2 1 1 2 1

2 2
1 2 1 1 2 1

1

( ) (1 )( ) ( ) 1 (1 ) (1 )

11 (1 ) ( ) 1 (1 ) 1 .
1 (1 )

n n

n n

s s c c c s s c s c

ss s c c s s c c
s c

ba

a
aa

e ge y e

e ge y e

+ +

+ +

é ù£ + + - + + + + + +ê úë û
é ù+ê úé ù£ + + + - + + + +ê ú ê úë û + +ê úë û

 

Do đó  

( )2 2
2 1 1 2 1 1 2 1

1

11 (1 ) ( ) 1 (1 ) 1 .
1 (1 )n n n

sc s s c c s s c c
s c

a
aae e ge y e+ + +

é ù+ê úé ù£ + + + - + + + +ê ú ê úë û + +ê úë û
 

Áp dụng Bổ đề 1.5, suy ra tồn tại hai số dương ,c d  sao cho 

2 1 2 1( ) .n nc c c da ae e y e+ +£ +  Giả sử 2 1{ }nc +  không bị chặn. Khi đó, tồn tại dãy con 

2 1inc + ® ¥  thỏa mãn 2 1 2 1( ) .
i in nc c c da ae e y e+ +£ +  Chọn 

2 1

1 ,
i

i
n

d
c

e e
+

+= =  ta có 

2 1
2 1 2 1

1 11 .
i

i i

n
n n

d dd c c d
c c

a

ay +
+ +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç+ £ +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
 Điều này dẫn đến ( )

2 1

11 1 0.
in

dc d
c

a
y

+

æ ö÷ç + ÷ç£ + ®÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 

Điều này là một mâu thuẫn. Vậy 2 1{ }nc +  là dãy bị chặn. Bằng lập luận tương tự như 

trên, ta cũng chứng minh được 2 2{ }nc +  là dãy bị chặn. Vậy { }nc  là dãy bị chặn. Mặt 
khác, từ (2.1), ta có 

2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 0 2 0 2 2 03

( , ) ( , )
1              ( , ) ( ) 1 ( , ) 2 ( , ) ( , ) .

n n n n

ba
n n n n n

d x x d fx gx

d x x d x x d x x d x x
s

e ge y e

+ -

- - +

=
- é ù£ + + + +ê úë û

 

Do { }nc  bị chặn nên tồn tại 0M ³  sao cho nc M£  với mọi .n Î ¥  Do đó 

2 1 0 2 0 2 2 01 ( , ) 2 ( , ) ( , ) (1 4 ) .n n nd x x d x x d x x M
b b

- +
é ù+ + + £ +ê úë û   

Đặt (1 4 ) 0.K M bg= + ³  Ta có 2 2 1 2 1 23

1( , ) ( , ) ( ).n n n nd x x d x x K
s

ae e y e+ -

-£ +  

Cho ,n ® ¥  ta có  * * *
3

1 ( ) (1 ) ( ).d d K d K
s

a ae e y e e e y e-£ + £ - +  Suy ra 

* ( ) ( ).d K Kae e y e ey e£ £  Vì vậy * 0d =  hay 1lim ( , ) 0.n nn
d x x +® ¥

=   

Tiếp theo, ta chứng minh { }nx  là dãy Cauchy. Do 1lim ( , ) 0n nn
d x x +® ¥

=  nên theo 

Bổ đề 1.6 ta chỉ cần chứng minh 2{ }nx  là dãy Cauchy trong ( , , , ).X d s °  Giả sử ngược 

lại 2{ }nx  không là dãy Cauchy trong ( , , , ).X d s °  Khi đó, tồn tại 0d >  và hai dãy con 

2 ( ) 2 ( ){ },{ }n k m kx x  của 2{ }nx  sao cho 
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( ) ( )m k n k k³ ³  và 2 ( ) 2 ( )( , ) .n k m kd x x d³   (2.7) 

Với mỗi *,k Î ¥  ( )n k  ta chọn ( )m k  là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn (2.7). 
Khi đó  

2 ( ) 2 ( ) 2( , ) .n k m kd x x d- <   (2.8) 

Ta có 

           

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ), ) ( , ) ( , ).( m k n k m k m k m k n kx x sd x x sd x xdd + +£ +£                   (2.9) 

Cho k ® ¥  trong (2.9), ta có 

2 ( ) 1 2 ( )lim sup ( , ).m k n k
k

d x x
s
d

+
® ¥

£    (2.10) 

Từ (2.8), ta có 
2 2

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 2 ( ) 2 2 ( ), ) ( , ) ( , ) ( , )( m k n k m k m k m k m k m k n kx x s d x x s d x x sd x xd - - - -£ + +  
2 2

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2( , ) ( , ) .m k m k m k m ks d x x s d x x sd- - -< + +                     (2.11) 

Cho k ® ¥  trong (2.11), ta có 

2 ( ) 2 ( )lim sup ( , ) .m k n k
k

d x x sd
® ¥

£   (2.12) 

Ta cũng có 

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1, ) ( , ) ( , ).( m k n k m k n k n k n kx x sd x x sd x xd - -£ +   (2.13) 

Cho k ® ¥  trong (2.13) và sử dụng (2.10), ta có 
2

2 ( ) 2 ( ) 1lim sup , ) .( m k n k
k

x x sd d-
® ¥

£  (2.14) 

Tương tự, 

2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1, ) ( , ) ( , ).( m k n k m k m k m k n kx x sd x x sd x xd + - + -£ +   (2.15) 

Cho k ® ¥  trong (2.15) và sử dụng (2.14), ta có 
3

2 ( ) 1 2 ( ) 1lim sup , ) .( m k n k
k

x x sd d+ -
® ¥

£  (2.16) 

Mặt khác, trong (2.1), thay x  bởi 2 ( ) 1n kx -  và y  bởi 2 ( ),m kx  ta có 

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 0 2 ( ) 03

2 ( ) 0 2 ( ) 1 0

( , ) ( , )
1                  ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , )

                      ( , ) ( , ) .

n k m k n k m k

fg n k m k n k m k

n k m k

d x x d fx gx

M x x d x x d x x
s
d x x d x x

a

b

e ge y e

+ -

- -

+

=
- é£ + + +êë

ù+ + úû

 

Do { }nc  bị chặn nên tồn tại 0M ³  sao cho nc M£  với mọi .n Î ¥  Do đó  

2 ( ) 1 0 2 ( ) 0 2 ( ) 0 2 ( ) 1 01 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1 4 ) .n k m k n k m kd x x d x x d x x d x x M
b b

- +
é ù+ + + + £ +ê úë û  
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Khi đó 

{2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 13

2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( )

1( , ) , , ,

                             ( )(1 4 ) .
2

max ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
n k m k n k m k n k n k m k m k

n k m k m k n k

d x x d d d
s

d d
M

s

x x x x x x

x x x x
a b

e

ge y e

+ - - +

- +

-£

üï+ ïï + +ýïïïþ

(2.17) 

Cho k ® ¥  trong (2.17), sử dụng (2.10), (2.14) và (2.16), ta được
 3

2
3

1 1max , 0, 0, ( )(1 4 ) ( )(1 4 ) .
2

s ss M M
s s ss

a b a bd e d d ed ge y e d ge y e
ì üï ï- + -ï ï£ + + = + +í ýï ïï ïî þ

Suy ra ( ) ( )K Kaed e y e ey e£ £  với (1 4 ) 0.K s M bg= + ³  Vì vậy 0.d =  Điều này là 
một mâu thuẫn. Vậy 2{ }nx  là dãy Cauchy trong ( , , ).X d s  Do đó, { }nx  là dãy Cauchy 
trong ( , , ).X d s  Do ( , , )X d s  là không gian b -mêtric đầy đủ nên tồn tại z XÎ để 
lim .nn

x z
® ¥

=   

Giả sử f  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 1lim lim (lim )n n nn n n
z x fx f x fz+® ¥ ® ¥ ® ¥

= = = =  hay z  

là điểm bất động của .f  Theo Bước 1, ta có z  là điểm bất động chung của f  và .g  Tương 
tự, nếu g  liên tục thì ta cũng chứng minh đượcz  là điểm bất động chung của f  và .g  

Giả sử giả thiết ( )H  được thỏa mãn. Do { }nx  là dãy tăng và lim nn
x z

® ¥
=  nên 

.nx z°  Do đó, trong (2.1), thay x  bởi 2 1nx +  và y  bởi ,z  ta được 

2 2 2 1

2 1 2 1 0 0 2 2 0 03

2 1 2 2
2 1 2 1 2 23

( , ) ( , )
1             ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )1             max ( , ), ( , ), ( , ),
2

n n

fg n n n

n n
n n n

d x gz d fx gz

M x z d x x d z x d x x d gz x
s

d x gz d z x
d x z d x x d z gz

ss

bae ge y e

e

+ +

+ + +

+ +
+ + +

=
- é ù£ + + + + +ê úë û

ì üï +- ï£ íïïî

ïïýïïþ

                           2 1 0 0 2 2 0 0( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .n nd x x d z x d x x d gz x
bage y e + +

é ù+ + + + +ê úë û   (2.18) 

Cho n ® ¥  trong (2.18) và sử dụng Bổ đề 1.4, ta có  

0 03

0 0

1 1( , ) ( , ) ( ) 1 2 ( , ) ( , ) ( , )

1           ( , ) ( ) 1 2 ( , ) ( , ) ( , ) .

d z gz sd z gz sd z x d z x d z gz
s s

d z gz sd z x d z x d z gz
s

ba

ba

e ge y e

e ge y e

- é ù£ + + + +ê úë û
- é ù£ + + + +ê úë û

 

Suy ra ( , ) ( )d z gz N ae e y e£  với 0 01 2 ( , ) ( , ) ( , ) 0.N s sd z x d z x d z gz
b

g é ù= + + + ³ê úë û  
Điều này dẫn đến ( , ) ( )d z gz N y e£  với mọi e Î [0,1].  Cho 0,e =  ta có 

( , ) (0) 0.d z gz N y£ =  Suy ra ( , ) 0.d z gz =  Vì vậy gz z=  hay z  là điểm bất động của 
.g  Suy ra z  là điểm bất động chung của f  và .g  



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐHSP TPHCM Nguyễn Trung Hiếu và tgk 
_____________________________________________________________________________________________________________ 
 
 

89 

Trong Định lí 2.1 bằng cách chọn f g=  chúng tôi nhận được hệ quả sau, là một 
mở rộng của [8, Theorem 3.2] sang không gian b -mêtric. 
Hệ quả 2.2. Cho ( , , , )X d s °  là một không gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ và 

:f X X®  là một ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau: 
(1) x fx°  với mọi .x XÎ   
(2) Tồn tại 0 ,  1,  [0, ],  0x X a b a gÎ ³ Î ³  và hàm y Î Y  sao cho 

0 0 0 03

1( , ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )sd fx fy M x y d x x d y x d fx x d fy x
s

bae ge y e- é ù£ + + + + +ê úë û  
 

với mọi [0,1]e Î  và mọi ,x y XÎ  mà ,x y°  trong đó 

( , ) ( , )( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), .
2s

d x fy d y fxM x y d x y d x fx d y fy
s

ì üï ï+ï ï= í ýï ïï ïî þ
 

(3) f  liên tục hoặc ( , , , )X d s °  thỏa mãn giả thiết (H): Nếu { }nx  là dãy tăng 
trong X  và lim nn

x x X
® ¥

= Î  thì nx x°  với mọi .n  

Khi đó, f  có điểm bất động. 
Vì mỗi mêtric là một b-mêtric với 1s =  nên từ Định lí 2.1 ta nhận được hệ quả sau. 

Hệ quả 2.3. Cho ( , , , )X d s °  là một không gian mêtric sắp thứ tự đầy đủ và 
, :f g X X®  là hai ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1) Tồn tại 0x XÎ  sao cho 0 0.x gx° g  

(2) Cặp ánh xạ ( , )f g  tăng yếu. 
(3) Tồn tại 1,  [0, ],  0a b a g³ Î ³  và hàm y Î Y  sao cho 

 0 0 0 0( , ) (1 ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d fx gy M x y d x x d y x d fx x d gy x
bae ge y e é ù£ - + + + + +ê úë û        

 

với mọi [0,1]e Î  và mọi ,x y XÎ  mà ,x y°  trong đó 

( , ) ( , )( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), .
2fg

d x gy d y fxM x y d x y d x fx d y gy
ì üï ï+ï ï= í ýï ïï ïî þ

 

(4) f  hoặc g  liên tục, hoặc ( , , , )X d s °  thỏa mãn giả thiết (H): Nếu { }nx  là dãy 

tăng trong X  và lim nn
x x X

® ¥
= Î  thì nx x°  với mọi .n  

Khi đó, f  và g  có điểm bất động chung. 
Nhận xét 2.4. Vì mỗi mêtric là một b-mêtric với 1s =  nên từ Hệ quả 2.2 ta nhận 

được [8, Theorem 3.2]. 
Tiếp theo, chúng tôi đưa ra ví dụ minh họa cho sự tồn tại điểm bất động của cặp 

ánh xạ ( , )f g  thỏa mãn giả thiết Định lí 2.1 và chứng tỏ rằng Định lí 2.1 là một sự tổng 
quát của Hệ quả 2.2. 
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Ví dụ 2.5. Cho {0} [1,3] [4,5]X = È È  với thứ tự °  xác định bởi: x y°  nếu 
x y  trên ¡  và ánh xạ : [0, )d X X´ ® ¥  xác định bởi 2( , ) ( )d x y x y   với mọi 

, .x y X  Khi đó, ( , , , )X d s °  là không gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ với 2.s =  Xét 
ánh xạ :f X X®  xác định bởi 

 
 



0  neáu {0,3}
2  neáu 5
1  caùc tröôøng hôïp coøn laïi.

x
fx x  

Khi đó, với mọi ,x XÎ  ta có x fx³  hay .x fx°  Lấy 

0 0, 0, 1x e a b g= = = = =  và ( )t ty =  với mọi [0,1].t Î Chọn ( , ) (5, 3),x y =  ta có 

0 0 0 03

1 9( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ).
82 sM x y d x x d y x d fx x d fy x d fx fy

bae ge y e- é ù+ + + + + = < =ê úë û
 Suy ra giả thiết (2) trong Hệ quả 2.2 không thỏa mãn. Do đó, Hệ quả 2.2 không 
áp dụng được cho ánh xạ .f  

Bây giờ, ta xét ánh xạ g  xác định bởi 0 0g =  và 1gx =  với mọi 
[1, 3] [4, 5].x Î È  

Ta có 0 0x gx³  hay 0 0.x gx°  Bằng cách kiểm tra trực tiếp, ta có fx gfx  và 
gx fgx  với mọi .x X  Do đó, fx gfx°  và gx fgx°  với mọi x X  hay ( , )f g  là 
cặp ánh xạ tăng yếu.  

Đặt 

0 0 0 03

1 ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
2 fgV P M x y d x x d y x d fx x d gy x

bae ge y e- é ù= + + + + +ê úë û  

Khi đó, với mọi ( , )x y X XÎ ´  mà x y°  ta có .x y³  Với mọi [0,1],e Î  ta xét 
các trường hợp sau: 
Trường hợp 1. 0x y= =  hoặc , [1, 3)x y Î  hoặc [4, 5), [1, 3] [4, 5).x yÎ Î È  Khi 

đó ( , ) 0.d fx gy =  
Trường hợp 2. {3,5}, [1,3]x yÎ Î  hoặc 5, [4, 5].x y= Î  Khi đó ( , ) 1d fx gy =  và 

2
2 2 2 29 9 9 1071(1 ) (11 ) (1 ) 12 2 8 .

8 8 32 1024
V P ye e e e e e

æ ö÷ç ÷³ - + + ³ - + ³ - + +ç ÷ç ÷çè ø
 

Như vậy, từ các trường hợp trên, ta có điều kiện (3) của Định lí 2.1 được thỏa 
mãn. Hơn nữa, g  là ánh xạ liên tục trên X . Do đó, các giả thiết của Định lí 2.1 được 
thỏa mãn. Vì vậy, Định lí 2.1 áp dụng được cho cặp ánh xạ ( , ).f g  

Ví dụ sau chứng tỏ rằng Hệ quả 2.3 là một sự tổng quát của [8, Theorem 3.2]. 
Ví dụ 2.6. Cho {1,2,3,4,5}X =  với thứ tự °  xác định bởi: x y°  nếu x y  trên 

¡  và ánh xạ : [0, )d X X´ ® ¥  xác định bởi 
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ìï =ïïï Îïï= íï Îïïïïïî

0   neáu 
1   neáu ( , ) {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}

( , )
3   neáu ( , ) {(1,4),(4,1),(1,5),(5,1)}
2   tröôøng hôïp coøn laïi.

x y
x y

d x y
x y

 

Khi đó, ( , , , )X d s °  là không gian mêtric sắp thứ tự đầy đủ. Xét ánh xạ 
:f X X®  xác định bởi 

1 2 3 1, 4 2, 5 3.f f f f f= = = = =  Khi đó, với mọi ,x XÎ  ta có x fx³  hay 

.x fx°  Lấy 0

10, , 1
8

x e a b g= = = = =  và ( )t ty =  với mọi [0,1].t Î  Lấy 

( , ) (5, 4),x y =  ta có 

0 0 0 0

121(1 ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ).
64

M x y d x x d y x d fx x d fy x d fx fy
bae ge y e é ù- + + + + + = < =ê úë û

 Suy ra điều kiện co trong [8, Theorem 3.2] không thỏa mãn. Do đó, [8, Theorem 
3.2] không áp dụng được cho ánh xạ .f  

Bây giờ, ta xét ánh xạ g  xác định bởi 1gx =  với mọi .x XÎ  Ta có 0 0x gx³  hay 

0 0.x gx°  Bằng cách kiểm tra trực tiếp ta có fx gfx  và gx fgx  với mọi .x X  Do 
đó, fx gfx°  và gx fgx°  với mọi x X  hay ( , )f g  là cặp ánh xạ tăng yếu.  

Đặt 

0 0 0 0(1 ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .fgV P M x y d x x d y x d fx x d gy x
bae ge y e é ù= - + + + + +ê úë û  

Khi đó, với mọi ( , )x y X XÎ ´  mà x y°  ta có .x y³  Với mọi [0,1],e Î  ta xét 
các trường hợp sau: 
Trường hợp 1. ( , ) {(2,1),(3,2),(3,1), (1,1),(2,2),(3,3)}.x y Î  Khi đó 

( , ) 0.d fx gy =
 
 

Trường hợp 2. ( , ) {(4,1),(5,1)}.x y Î  Khi đó ( , ) 1d fx gy =  và 
2 21 (1 ) 4 .VP e e= + - +  

Trường hợp 3. ( , ) {(4,2),(5,3)}.x y Î  Khi đó ( , ) 1d fx gy =  và 
2 21 (1 ) 5 .VP e e= + - +  

Trường hợp 4. ( , ) {(4,3),(5,2)}.x y Î  Khi đó ( , ) 1d fx gy =  và 

2 23 (1 ) 5 .
2

VP e e= + - +  

Trường hợp 5. ( , ) {(5,4),(4,4),(5,5)}.x y Î  Khi đó  

( , ) 1d fx gy =  và 
 

2 23 232 1 .
2 4

VP e eæ ö÷ç ÷= + - +ç ÷ç ÷çè ø  
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Như vậy, từ các trường hợp trên, giả thiết (3) của Hệ quả 2.3 được thỏa mãn. Hơn 
nữa, ( , )f g  là cặp ánh xạ tăng yếu và liên tục. Do đó, các giả thiết của Hệ quả 2.3 được 
thỏa mãn. Vì vậy, Hệ quả 2.3 áp dụng được cho cặp ánh xạ ( , ).f g  

Cuối cùng, chúng tôi sử dụng Định lí 2.1 để khảo sát sự tồn tại nghiệm của hệ 
phương trình tích phân phi tuyến.  
Hệ quả 2.7. Cho [ , ]C a b  là tập hợp các hàm số liên tục trên [ , ]a b , quan hệ thứ tự trên 

[ , ]C a b  xác định bởi: x y°  nếu ( ) ( )x t y t£  với mọi [ , ]t a bÎ  và b -mêtric d  với 
12ps -=  trên [ , ]C a b  xác định bởi 

[ , ]
( , ) sup | ( ) ( )|p

t a b
d x y x t y t


   với mọi , [ , ]x y C a b  và 

với  1.p  Xét hệ phương trình tích phân phi tuyến 

1

2

( ) ( ) ( , , ( ))

( ) ( ) ( , , ( ))

b

a
b

a

x t g t K t s x s ds

x t g t K t s x s ds


 



  





                                       (2.19) 

trong đó [ , ],t a bÎ : [ , ] ,g a b ® ¡ 1 2, : [ , ] [ , ]K K a b a b´ ´ ®¡ ¡  là các hàm số cho trước. 
Giả sử các giả thiết sau được thỏa mãn: 

(H1) g  là hàm số liên tục trên [ , ],a b  với mỗi [ , ],t a bÎ [ , ]x C a bÎ  các hàm số 

1( , , ( ))K t s x s  và 2( , , ( ))K t s x s  khả tích theo biến s  trên [ , ].a b  

(H2) , [ , ]T x Sx C a bÎ  với [ , ],x C a bÎ  trong đó  

1( ) ( ) ( , , ( ))
b

a

T x t g t K t s x s ds    và 2( ) ( ) ( , , ( ))
b

a

Sx t g t K t s x s ds    với [ , ].t a bÎ  

(H3)Với , [ , ], [ , ],t s a b x C a bÎ Î  ta có 1 2 1( , , ( )) ( , , ( , , ( )) ( ))
b

a

K t s x t K t s K s u x u du g s£ +ò  

và 2 1 2( , , ( )) ( , , ( , , ( )) ( )).
b

a

K t s x t K t s K s u x u du g s£ +ò  

(H4) Tồn tại 0 [ , ]x C a bÎ  sao cho 0 1 0( ) ( ) ( , , ( ))
b

a

x t g t K t s x s ds£ + ò  với mọi 

[ , ].t a bÎ  
(H5) Tồn tại hằng số 1a ³  và [0, ]b aÎ  sao cho với , [ , ]t s a bÎ  và , [ , ]x y C a bÎ  

thỏa mãn ( ) ( )x u y u°  với mọi [ , ],u a bÎ ta có 
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1 2

0 0 0 0

( , , ( )) ( , , ( ))

( ) ( ) ( ) ( )
( , )(1 )max ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

2

            ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p

p p
p p p

p

p p p p

K t s x t K t s y t

x t Sy t y t Tx t
t s x t y t x t Tx t y t Sy t

x t x t y t x t Tx t x t Sy t x t
b

a

x e

e y e

-
ì üï ïï ï- + -ï ï£ - - - -í ýï ïï ïï ïî þ
é ù+ + - + - + - + -ê úê úë û

với mọi [0,1],e Î  trong đó : [ , ] [ , ] [0, )a b a bx ´ ® ¥  là hàm liên tục thỏa mãn  

3 3 1
[ , ]

1sup ( , ) .
2 ( )

b

p pt a b a

s t ds
b a


 




  

Khi đó, hệ phương trình tích phân phi tuyến (2.19) có nghiệm [ , ].x C a bÎ  
Chứng minh. Xét hai ánh xạ , : [ , ] [ , ]T S C a b C a b  xác định bởi  

1( ) ( ) ( , , ( ))
b

a

T x t g t K t s x s ds    và 2( ) ( ) ( , , ( ))
b

a

Sx t g t K t s x s ds    

với mọi [ , ]t a b  và [ , ].x C a b  Khi đó, sự xác định của cặp ánh xạ ,S T  được suy ra 
từ giả thiết (H1) và (H2). Hơn nữa, sự tồn tại điểm bất động chung của cặp ánh xạ ,S T  
dẫn đến sự tồn tại nghiệm của hệ phương trình tích phân (2.19). Do đó, ta sẽ chứng 
minh rằng cặp ánh xạ ,S T  thỏa mãn các giả thiết của Định lí 2.1.  

(1) Từ giả thiết (H4), ta suy ra tồn tại 0 [ , ]x C a bÎ  sao cho 0 0.x Sx°  

(2) Với [ , ]x C a bÎ  và , [ , ],s t a bÎ  từ giả thiết (H3), ta có 

2 1 2( ) ( ) , , ( , , ( )) ( ) ( ) ( , , ( )) ( ),
b b b

a a a

Tx t g t K t s K s u x u du g s ds g t K t s Tu s ds STx t
æ ö÷ç ÷ç£ + + £ + =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ò ò ò  

1 2 1( ) ( ) , , ( , , ( )) ( ) ( ) ( , , ( )) ( ).
b b b

a a a

Sx t g t K t s K s u x u du g s ds g t K t s Su s ds TSx t
æ ö÷ç ÷ç£ + + £ + =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ò ò ò  

Điều này dẫn đến T x ST x°  và Sx T Sx°  với mọi [ , ].x C a b  Do đó, cặp ,T S  
là cặp ánh xạ tăng yếu.  

(3) Lấy 1q   sao cho 1 1 1.
p q

+ =  Từ giả thiết (H5), ta có 
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1 2

1 1

1 2

  | ( ) ( )|

( , , ( )) ( , , ( ))

( , , ( )) ( , , ( ))

p

pb

a
p

b bq pp

a a

T x t Sy t

K t s x s K t s y s ds

ds K t s x s K t s y s ds

-
æ ö÷ç ÷ç£ - ÷ç ÷ç ÷çè ø
é ù
ê úæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç ç£ -÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê úè ø è ø
ê úë û

ò

ò ò

  

{1( ) ( , )(1 ) max ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )
  

2

b
p p pp

a
p p

p

b a t s x t y t x t T x t y t Sy t

x t Sy t y t Sx t
ds

x e-
é æê ç£ - - - - -çê çèêë

öüï ÷ï- + - ÷ï ÷÷ý÷ï ÷÷ï ÷ï øþ

ò
 

0 0 0 0( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

p p p p

a

x t x t y t x t T x t x t Sy t x t ds
b

ae y e é ù+ + - + - + - + -ê úê úë ûò

 
1

0 0 0 0

(1 )( ) ( , ) ( , )

  ( ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

b
p

fg
a

p

b a M x y t s ds

b a d x x d y x d T x x d Sy x
ba

e x

e y e

-£ - -

é ù+ - + + + +ê úë û

ò  

0 0 0 03 3

1 ( , ) ( ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
2

p
fgp

M x y b a d x x d y x d T x x d Sy x
bae e y e

-

- é ù£ + - + + + +ê úë û  

Do đó, điều kiện (2.1) thỏa mãn với ( ) 0.pb ag = - ³    
(4) [ , ]C a b  là không gian b -mêtric đầy đủ với b -mêtric d  đã chọn. Hơn nữa, giả 

sử { }nx  là dãy tăng trong [ , ]C a b  và lim .nn
x x

® ¥
=  Khi đó, với mỗi [ , ],t a bÎ  ta có 

1 2( ) ( ) ... ( ) ...nx t x t x t£ £ £ £  và lim ( ) ( ).nn
x t x t

® ¥
= Do đó, với mỗi [ , ],t a bÎ  ta có 

( ) ( )nx t x t£  với mọi .n Î ¥  Suy ra nx x°  với mọi .n Î ¥  Vậy giả thiết (H) trong 
Định lí 2.1 được  thỏa mãn.  

Như vậy, các giả thiết của Định lí 2.1 được thỏa mãn. Do đó, cặp ánh xạ ( , )T S có 
điểm bất động chung [ , ].x C a bÎ  Vì vậy, phương trình tích phân phi tuyến (2.19) có 
nghiệm [ , ].x C a bÎ         
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