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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi thiết lập một định lí về sự hội tụ của dãy lặp hỗn hợp cho họ ánh xạ 

thỏa mãn điều kiện ( )Em  trong không gian Hilbert. Từ định lí này, chúng tôi suy ra một số kết quả 

về sự hội tụ của dãy lặp hỗn hợp cho ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em . Đồng thời, chúng tôi cũng 

xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.   

Từ khóa: dãy lặp hỗn hợp, ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( ),E m  không gian Hilbert. 

ABSTRACT 

Covergence of hybird iteration for a family of mappings satisfying condition ( )Em  

  in Hilbert spaces 
In this paper, a convergence theorem of hybird iteration for a family of  mappings satisfying 

condition ( )Em  in Hilbert space is stated. Some results for the convergence of  hybird iteration for 

mappings satisfying condition ( )Em  in Hilbert spaces are derived  from this theorem. In addition, 

an example is provided to illustrate the results obtained. 

Keywords: hybird iteration, mapping satisfying condition ( ),Em  Hilbert space. 
 

1. Giới thiệu 
Trong Lí thuyết điểm bất động, vấn đề xấp xỉ điểm bất động cũng như khảo sát sự 

hội tụ cho ánh xạ không giãn thu hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều tác giả trong và 
ngoài nước. Chìa khóa quan trọng của những xấp xỉ đó là dãy lặp. Một trong những dãy 
lặp cơ bản nhất cho việc xấp xỉ điểm bất động của ánh xạ không giãn là dãy Mann. Năm 
1979, Reich [1] đã khảo sát một số điều kiện đủ cho việc xấp xỉ điểm bất động của ánh xạ 
không giãn bởi dãy lặp Mann. Lưu ý rằng, sự hội tụ của dãy lặp Mann về điểm bất động 
của ánh xạ không giãn trong [1] là sự hội tụ yếu. Do đó, nhiều tác giả quan tâm xây dựng 
                                                
* Email: ngtrunghieu@dthu.edu.vn 



TẠP CHÍ KHOA HỌC - Trường ĐHSP TPHCM Trương Cẩm Tiên và tgk 

 

77 

những dãy lặp tổng quát hơn dãy lặp Mann sao cho sự hội tụ của dãy lặp là hội tụ mạnh. 
Năm 2003, Nakajo và Takahashi [2] đã giới thiệu một loại dãy lặp và được gọi là dãy lặp 
hỗn hợp, đồng thời thiết lập được sự hội tụ mạnh cho ánh xạ không giãn trong không gian 
Hilbert. Năm 2008, Takahashi và cộng sự [3] mở rộng các kết quả trong [2] cho một họ 
ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert.  

Bên cạnh việc xây dựng những dãy lặp tổng quát, nhiều tác giả cũng nghiên cứu 
những mở rộng của ánh xạ không giãn. Năm 2008, Suzuki [4] đã giới thiệu một mở rộng 
của ánh xạ không giãn và được gọi là điều kiện (C) và thiết lập một số kết quả ban đầu về 
sự hội tụ cho điều kiện (C). Năm 2011, Garcia-Falset và cộng sự [5] đã giới thiệu một tổng 
quát của điều kiện (C) và được gọi là điều kiện ( ).E  Đồng thời, một số kết quả ban đầu về 

sự hội tụ cho điều kiện ( )E  cũng được thiết lập [6].  

Trong bài báo này, chúng tôi  thiết  lập  định lí về sự hội tụ của dãy lặp hỗn hợp cho họ 

ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  trong không gian Hilbert. Từ định lí này, chúng tôi suy ra 

một số kết quả về sự hội tụ của dãy lặp hỗn hợp cho ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( ).Em  

Đồng thời, chúng tôi cũng xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.   
Trước hết, chúng tôi trình bày một số khái niệm và  kết quả được sử dụng trong bài viết. 

Bổ đề 1.1. 
([7], Lemma 1.1). Cho H  là một không gian Hilbert thực. Khi đó, với mọi ,u v HÎ  

và [0,1],l Î  ta có   

(1)  2 2 2 2 2| | | | | | | | | | | | 2 , | | | | | | | | 2 , .u v u v u v u v u v v- = + - = - - -   

 (2)  2 2 2 2| | (1 ) || | | | | (1 )|| | | (1 )|| | | .u v u v u vl l l l l l+ - = + - - - -   
Bổ đề 1.2. 

([8], p.338). Cho H  là một không gian Hilbert thực và C là một tập con lồi đóng 
khác rỗng trong .H  Khi đó, với mỗi ,x HÎ  tồn tại duy nhất phần tử CP x CÎ  sao cho 

| | | | inf{| | | | : }.Cx P x x y y C- = - Î  Ta gọi  ánh xạ CP  là phép chiếu từ H  lên .C   

Bổ đề 1.3. 
([8], Lemma 1.3). Cho H  là một không gian Hilbert thực và C  là một tập con lồi 

đóng khác rỗng trong .H  Khi đó, Cz P x=  nếu và chỉ nếu , 0x z z y- - ³  với mọi

.y CÎ  
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Định nghĩa 1.4.  
([5], p.185). Cho H  là một không gian Hilbert thực, C là một tập con khác rỗng 

trong H  và :T C C®  là một ánh xạ. Khi đó, ánh xạ T  được gọi là một ánh xạ không 
giãn trong C  nếu || | | || | |Tx Ty x y- £ -  với mọi , .x y CÎ  

Định nghĩa 1.5. 
([5], Definition 2). Cho H  là một không gian Hilbert thực, C là một tập con khác 

rỗng trong H  và :T C C®  là một ánh xạ. Khi đó, ánh xạ T  được gọi là thỏa mãn điều 

kiện ( )Em  trong C  nếu tồn tại 1m ³  sao cho  

|| | | | | | |+ | | ||x Ty x Tx x ym- £ - -  với mọi , .x y CÎ    

Nhận xét 1.6. ([5], p.186). Nếu T  là ánh xạ không giãn trong C  thì T  thỏa mãn điều kiện 

( )Em trong C với 1.m =      

Ví dụ sau chứng tỏ rằng tồn tại ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em nhưng không là ánh 

xạ không giãn.  
Ví dụ 1.7.  

Cho [0,2]C =  là tập con của ¡  và ánh xạ :T C C®  được xác định bởi 

ìï ¹ï= íï =ïî

0  neáu 2
1   neáu 2.

x
Tx

x
 

Khi đó, T  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  với 2m =  nhưng T  không là ánh xạ 

không giãn.  
Cho ánh xạ :T C C®   và kí hiệu ( ) { : }F T x C T x x= Î =  là tập hợp điểm bất 

động của ánh xạ .T  Ta có định nghĩa sau.  
Định nghĩa 1.8. 

([9], Definition 2.1). Cho H  là một không gian Hilbert thực, C  là một tập con khác 

rỗng trong H  và :nT C C®  là các ánh xạ thỏa mãn 
1

( ) .n
n

F F T
¥

=
= ¹ ÆI   Khi đó, họ  

{ }nT  được gọi là đóng đều nếu với { }nx  là dãy trong C  sao cho lim nn
x x

® ¥
=  và 

lim | | | |= 0n n nn
x T x

® ¥
-  thì .x FÎ      

2. Các kết quả chính 
Trước hết, chúng tôi thiết lập một số tính chất của tập ( )F T  với T  là ánh xạ thỏa 

mãn điều kiện ( )Em  trong không gian Hilbert thực.   
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Mệnh đề 2.1.  
Cho H  là một không gian Hilbert thực, C  là một tập con đóng trong H  và 

:T C C®  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( ).Em  Khi đó, ( )F T là tập đóng trong .C  Hơn 

nữa, nếu C là tập lồi thì ( )F T cũng là tập lồi.  

Chứng minh. Lấy { } ( )nz F TÌ  sao cho lim .nn
z z C

® ¥
= Î  Do T  là ánh xạ thỏa mãn 

điều kiện ( )Em nên  

| | | | | | | |n nz T z z z z T z- = - + -  

 | | | |  +  | | | |n nz z z T z£ - -  

 | | | |  +  | | | |  +  | | | |n n n nz z z T z z zm£ - - -  

= 2|| | | .nz z-  

Do lim nn
z z

® ¥
=  nên | | | |= 0.z T z-  Điều này có nghĩa là z T z=  hay ( ).z F TÎ  Vậy

( )F T là tập đóng.  

Giả sử C  là tập lồi. Ta chứng minh ( )F T cũng là tập lồi. Với [0,1]l Î  và 

, ( ),x y F TÎ  ta chứng minh rằng (1 ) ( ).z x y F Tl l= + - Î  Thật vậy, do T  là ánh xạ 

thỏa mãn điều kiện ( )Em  nên   

| | | | | | | |  +  | | | |= | | | |= | | (1 ) | |= (1 )|| | | ,x T z x T x x z x z x x y x ym l l l- £ - - - - - - - -
 

| | | | | | | |  + | | | | | | | |= || (1 ) ||= || | | .y T z y T y y z y z y x y x ym l l l- £ - - = - - - - -  
Do đó, sử dụng Bổ đề 1.1(2) ta được 

2 2| | | | | | ( ) (1 )( ) | |z T z x T z y T zl l- = - + - -  
2 2 2| | | | (1 )| | | | (1 ) | | | |x T z y T z x yl l l l= - + - - - - -  

2 2 2 2 2(1 ) | | | | (1 ) | | | | (1 ) | | | | 0.x y x y x yl l l l l l£ - - + - - - - - =  
Điều này dẫn đến z T z=  hay ( ).z F TÎ Vậy ( )F T cũng là tập lồi.                       

Mệnh đề 2.2.  
Cho H  là một không gian Hilbert thực, C  là một tập con đóng trong ,H  

:T C C®  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  và dãy { }nx CÌ  sao cho lim nn
x x

® ¥
=  và 

lim || | | 0.n nn
x T x

® ¥
- =   Khi đó, ( ).x F TÎ  
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 Chứng minh. Do T  thỏa mãn điều kiện ( )Em  
trong C  nên  

| | | | | | | |  +  | | | | .n n n nx T x x T x x xm- £ - -  

Kết hợp với giả thiết lim nn
x x

® ¥
=  và lim || || 0,n nn

x T x
® ¥

- =  ta suy ra 

lim || | | 0nn
x Tx

® ¥
- =  hay lim .nn

x Tx
® ¥

=  Kết hợp với lim nn
x x

® ¥
=  và tính duy nhất của giới 

hạn ta được .x T x=  Do đó, ( ).x F TÎ   
Định lí sau là một mở rộng của [3, Theorem 3.3] cho họ các ánh xạ thỏa mãn điều 

kiện ( )Em  trong không gian Hilbert thực.  

Định lí 2.3.  
ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong 

H  và :nT C C® là các ánh xạ đóng đều thỏa mãn điều kiện ( )Em  sao cho 

1
( ) .n

n
F F T

¥

=
= ¹ ÆI  Với 0x HÎ  đặt 1C C=  và 

11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C  xác 

định bởi  

1

1

1 0

(1 )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n n

n n n n

n C

y x T x
C z C y z x z
x P x n

b b

+

+

+

ìï = + -ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

        

trong đó 0 1n ab£ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 0 0.Fz P x=  
 

Chứng minh. Ta chứng minh theo các bước sau. 

Bước 1. Chứng minh nC  là tập đóng với mọi .n *Î ¥   

Với 1,n =  ta có 1C C=  là tập đóng.  

Giả sử rằng nC  là tập đóng với *.n Î ¥  Ta chứng minh 1nC +  cũng là tập đóng. Lấy 

( )
1{ }k

n ku +  là dãy trong 1nC +  và ( )
1{ }k

n ku +  hội tụ đến (0)
1nu + . Ta chứng minh (0)

1 1.n nu C+ +Î  Do 

( )
1 1

k
n nu C+ +Î  nên ( )

1
k

n nu C+ Î  và 

( ) ( )
1 1| | | | | | | |  .k k

n n n ny u x u+ +- £ -  (2.1) 

Do nC  là tập đóng và ( )
1{ }k

n ku +  hội tụ đến (0)
1nu +  nên (0)

1 .n nu C+ Î Mặt khác, khi 

k ® ¥  trong (2.1), ta có (0) (0)
1 1| | | | | | | |  . n n n ny u x u+ +- £ - Do đó, (0)

1 1.n nu C+ +Î  
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Bước 2. Chứng minh nC  là tập lồi với mọi .n *Î ¥  

Thật vậy,  với 1,nz C +Î  sử dụng Bổ đề 1.1 (1), ta được  

- £ -|| | | | | | |n ny z x z 2 2| | | | | | | | 0n ny z x zÛ - - - £  

                                 2| | | | 2 , 0.n n n n ny x y x x zÛ - + - - £  

Với 1,n =  ta có 1C C=  là tập lồi.  

Giả sử rằng nC  là tập lồi với mọi .n *Î ¥  Ta chứng minh 1nC +  là tập lồi. Lấy 

1, .nu v C +Î  Ta chứng minh 1(1 ) nu v Ca a ++ - Î  với [0,1].a Î  Thật vậy, do 1, nu v C +Î  

nên , nu v CÎ  và  

2| | | | 2 , 0,n n n n ny x y x x u- + - - £
  

2| | | | 2 , 0.n n n n ny x y x x v- + - - £   (2.2) 

Do nC  là tập lồi  và , nu v CÎ  nên (1 ) .nu v Ca a+ - Î  Mặt khác, từ (2.2) ta có  

2

2

    | | | | 2 , 0
| | | | 2 , 2 , 0

n n n n n

n n n n n n n

y x y x x u
y x y x x y x u

a a
a a a

- + - - £
Û - + - - - £

 

2| | | | 2 , 2 , 0n n n n n n ny x y x x y x ua a aÛ - + - - - £
 

(2.3)
 

và
  

a a- - + - - - £2    (1 )|| | | 2(1 ) , 0n n n n ny x y x x v  

2(1 )| | | | 2(1 ) , 2 ,(1 ) 0.n n n n n n ny x y x x y x va a aÛ - - + - - - - - £  (2.4) 

Khi đó, từ (2.3) và (2.4) ta được 

     2| | | | 2 , 2 , (1 ) 0n n n n n n ny x y x x y x u va a- + - - - + - £
 

2| | | | 2 , [ (1 ) ] 0.n n n n ny x y x x u va aÛ - + - - + - £  

Điều này có nghĩa là 1(1 ) nu v Ca a ++ - Î  hay 1nC +  là tập lồi.  

Bước 3. Chứng minh nF CÌ  với mọi *.n Î ¥  

Với 1,n =  ta có  1 1( ) .F F T C C= Ì =   

Giả sử rằng nF CÌ  với *.n Î ¥  Ta chứng minh 1.nF C +Ì  Thật vậy, với ,u FÎ  

ta có nu CÎ  và   

| | | | | | (1 ) | |n n n n n ny u x T x ub b- = + - -  
               | | ( ) (1 )( )| |n n n n nx u T x ub b= - + - -  
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| | | | (1 )| | | |n n n n nx u T x ub b£ - + - -  

| | | | + (1 )( | | | | | | | |)n n n n nx u u T u x ub b m£ - - - + -  

| | | | (1 )|| | |n n n nx u x ub b= - + - -   

| | | | .nx u= -  

Điều này có nghĩa là 1.nu C +Î  Do đó, 1.nF C +Ì   

Bước 4. Chứng minh { }nx  hội tụ đến p  và .p FÎ  

Với mọi ,n *Î ¥  vì 
11 0nn Cx P x

++ =  nên theo Bổ đề 1.3, ta 

có  1 1 0, 0n nz x x x+ +- - ³  với 1.nz C +Î  Theo Mệnh đề 2.1, ta có ( )nF T là tập con lồi 

đóng của .C  Kết hợp với giả thiết 
1

( )n
n

F F T
¥

=

= ¹ ÆI , ta  có 
1

( )n
n

F F T
¥

=
= I  là tập con lồi 

đóng khác rỗng của .C  Khi đó, theo Bổ đề 1.2, tồn tại phần tử duy nhất 0z FÎ  sao cho 

0 0Fz P x= . Do 
11 0nn Cx P x

++ =  nên  

1 0 0| | | | | | | |nx x z x+ - £ -  với mọi 1.nz C +Î  (2.5) 

Khi đó, do 0 1nz F C +Î Ì  nên từ (2.5) ta có 1 0 0 0| | | | | | | | .nx x z x+ - £ -  Điều này có 

nghĩa là 0{|| | |}nx x-  bị chặn. Vì 0nn Cx P x=  nên  

0 0| | | | | | | |nx x z x- £ -  với mọi .nz CÎ  (2.6) 

Do 1n nC C+ Ì  nên 
11 0 1 .

nn C n nx P x C C
++ += Î Ì  Do đó, từ (2.6) ta được 

0 1 0| | | | | | | |n nx x x x+- £ -  hay 0{|| | |}nx x-  là dãy đơn điệu tăng. Kết hợp với tính bị chặn 

của 0{|| | |},nx x-  ta suy ra tồn tại giới hạn của 0{|| | |}.nx x-  Đặt  

0lim | | | | .nn
x x r

® ¥
- =  (2.7) 

Với mọi m n³  ta có .m nC CÌ  Vì 
11 0nn Cx P x

++ =  nên theo Bổ đề 1.3, ta 

có  1 1 0, 0n nz x x x+ +- - ³  với 1.nz C +Î  Mà 
11 0 1 1mm C m nx P x C C

++ + += Î Ì  nên ta có 

1 1 1 0, 0.m n nx x x x+ + +- - ³  Khi đó, theo Bổ đề 1.1(1), ta có 

2 2
1 1 1 0 1 0| | | | | | ( )| |m n m nx x x x x x+ + + +- = - - -  

                         2 2
1 0 1 0 1 1 1 0| | | | | | | | 2 ,m n m n nx x x x x x x x+ + + + += - - - - - -  
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2 2
1 0 1 0| | | | | | | | .m nx x x x+ +£ - - -  (2.8) 

Từ (2.7) và (2.8), ta suy ra 
,
lim || | | 0.m nm n

x x
® ¥

- =  Do đó, { }nx  là dãy Cauchy trong 

.C  Mặt khác, do C là tập đóng trong không gian Hilbert thực H  nên C có tính đầy đủ. 
Khi đó, tồn tại p CÎ  sao cho   

lim .nn
x p

® ¥
=  (2.9) 

Vì 
11 0 1nn C nx P x C

++ += Î  nên 1 1| | | | | | | | .n n n ny x x x+ +- £ -  Suy ra  

1 1| | | | | | | | | | | | .n n n ny x x p x p+ +- £ - + -   (2.10) 

Kết hợp (2.9) với (2.10), ta được 1lim || | | 0.n nn
y x +® ¥

- =  Ta lại có 

1 1| | | | | | | |  +  | | | | .n n n n n ny x y x x x+ +- £ - -   

Suy ra lim || | | 0.n nn
y x

® ¥
- =  Mặt khác, từ (1 )n n n n n ny x T xb b= + -  ta được 

        1 1|| | | | | | | | | | |.
1 1n n n n n n n

n

x T x y x y x
ab

- = - £ -
- -

 Suy ra lim || | |=  0.n n nn
x T x

® ¥
-  

Kết hợp điều này với (2.9) và giả thiết { }nT  là họ các ánh xạ đóng đều, ta suy ra 

.p FÎ  

Bước 5. Chứng minh 0.Fp P x=  

Do 
11 0nn Cx P x

++ =  nên theo Bổ đề 1.3, ta có 1 1 0, 0n ny x x x+ +- - ³  với mọi 

1.ny C +Î  Với mọi 1,nq F C +Î Ì  ta có 1 1 0, 0.n nq x x x+ +- - ³  Cho n ® + ¥  ta 

được 0, 0.q p p x- - ³
 
Do đó, theo Bổ đề 1.3 ta có 0Fp P x= .                     

Tiếp theo, bằng cách sử dụng Định lí 2.3, chúng tôi nhận được một số kết quả cho sự 

hội tụ của dãy lặp dạng hỗn hợp của ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  và ánh xạ không giãn 

trong không gian Hilbert. Trong đó, Hệ quả 2.4 và Hệ quả 2.5 lần lượt là sự tổng quát của 
[3, Theorem 4.1] và [3, Theorem 4.2] từ ánh xạ không giãn sang ánh xạ thỏa mãn điều kiện 

( ).Em   

Hệ quả 2.4.  
ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng trong H  và 

:T C C®  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  sao cho ( ) .F T ¹ Æ  Với 0x HÎ  đặt 

1C C=  và 
11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C xác định bởi  
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1

1

1 0

(1 )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n

n n n n

n C

y x T x
C z C y z x z
x P x n

b b

+

+

+

ìï = + -ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

       

trong đó 0 1n ab£ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 0 ( ) 0.F Tz P x=   

Chứng minh. Bằng cách chọn nT T=  với ,n *Î ¥ từ Định lí 2.3 và Mệnh đề 2.2, ta 

nhận được điều phải chứng minh.   
Hệ quả 2.5. 

ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng trong H  và 

:T C C®  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( )Em  sao cho ( ) .F T ¹ Æ  Với 0x HÎ  đặt 

1C C=  và 
11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C xác định bởi  

1

1

1 0

(1 )((1 ) )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n n n n

n n n n

n C

y x x T x
C z C y z x z
x P x n

b b a a

+

+

+

ìï = + - - +ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

        

trong đó 0 1,  0 1n na ba b< £ £ £ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 

0 ( ) 0.F Tz P x=  

Chứng minh. Đặt (1 )n n nT x x T xa a= - +  với x CÎ  và .n *Î ¥ Ta chứng minh 

{ }nT  là họ ánh xạ thỏa mãn các giả thiết của Định lí 2.3. Thật vậy,  

(1) Với { }nx  là một dãy trong C sao cho lim nn
x x

® ¥
=  và lim || | |= 0.n n nn

x T x
® ¥

- Vì   

 | | | |= | | (1 ) | |= | | | |= | | | |n n n n n n n n n n n n n n nx T x x x T x x T x x T xa a a a a- - - - - -  

nên kết hợp với  0 1na a< £ £  ta có lim | | | |= 0.n nn
x T x

® ¥
-

 
Từ Mệnh đề 2.2, ta suy 

ra ( ).x F TÎ  Do đó, { }nT  là họ ánh xạ đóng đều.  

(2) Với , ,x y CÎ  ta có 
|| | |= || (1 ) ||n n nx T y x y Tya a- - - -   

= || (1 ) (1 ) (1 ) ) | |n n n nx x x y T ya a a a+ - - - - - -  

| | (1 )( ) ( ) | |n nx y x T ya a= - - + -  

(1 )| | | |+ | | | |n nx y x T ya a£ - - -  

(1 )| | | |+ ( | | | |+ | | | | )n nx y x T x x ya a m£ - - - -  
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| | | |+ | | | |nx y x T xma£ - -  

| | | |+ | | | | .nx y x T xm£ - -  

Do đó, { }nT  là họ ánh xạ thỏa mãn điều kiện ( ).Em     

(3) Do ( )F T ¹ Æ nên tồn tại u CÎ   sao cho .T u u=  Mặt khác, với mỗi ,n *Î ¥  

ta có | | | | | | | | 0.n nu T u u T ua- = - =  Do đó, ( )nu F TÎ  với mọi n *Î ¥  hay 

1
( ) .n

n
F T

¥

=
¹ ÆI  Hơn nữa, ta cũng có 

1
( ) ( ).n

n
F T F T

¥

=
= I  Như vậy { }nT  là họ ánh xạ thỏa 

mãn các giả thiết của Định lí 2.3. Do đó, { }nx  hội tụ đến 0 ( ) 0.F Tz P x=          

Vì mỗi ánh xạ không giãn là ánh xạ thỏa mãn điều kiện( )Em  nên từ Định lí 2.3, Hệ 

quả 2.4 và Hệ quả 2.5, ta nhận được kết quả sau.  
Hệ quả 2.6.  

ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong 

H  và :nT C C®  là các ánh xạ không giãn, đóng đều sao cho 
1

( ) .n
n

F F T
¥

=
= ¹ ÆI  Với 

0x HÎ  đặt 1C C=  và 
11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C xác định bởi  

1

1

1 0

(1 )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n n

n n n n

n C

y x T x
C z C y z x z
x P x n

b b

+

+

+

ìï = + -ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

        

trong đó 0 1n ab£ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 0 0.Fz P x=  
 

Hệ quả 2.7. 
([3], Theorem 3.3). ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng 

trong H  và :T C C®  là ánh xạ không giãn sao cho ( ) .F T ¹ Æ  Với 0x HÎ  đặt 

1C C=  và 
11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C xác định bởi  

1

1

1 0

(1 )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n

n n n n

n C

y x T x
C z C y z x z
x P x n

b b

+

+

+

ìï = + -ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

        

trong đó 0 1n ab£ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 0 ( ) 0.F Tz P x=   
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Hệ quả 2.8 ([3], Theorem 3.4). 
ChoH là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng trong H  và 

:T C C®  là ánh xạ không giãn sao cho ( ) .F T ¹ Æ  Với 0x HÎ  đặt 1C C=  và 

11 0,Cx P x=  xét dãy { }nx  trong C xác định bởi  

1

1

1 0

(1 )((1 ) )
{ : | | | | | | | |}

, ,
n

n n n n n n n n

n n n n

n C

y x x T x
C z C y z x z
x P x n

b b a a

+

+

+

ìï = + - - +ïïïï = Î - £ -íïï = Îïïïî
¥

        

trong đó 0 1,  0 1n na ba b< £ £ £ £ <  với mọi .n *Î ¥  Khi đó, { }nx  hội tụ đến 

0 ( ) 0.F Tz P x=  

Cuối cùng, chúng tôi xây dựng ví dụ minh họa cho sự hội tụ của dãy lặp trong Hệ 
quả 2.4. 
Ví dụ 2.9.  

Xét [ 3, 1]C = - -  và ánh xạ :T C C®  xác định bởi 
2 1T x
x

= -  với .x CÎ  Cho 

dãy { }nx  xác định bởi 0 [ 3, 1]x Î - -  và 1 1 1 1 0{ :| |n n n nx u C u x+ + + +Î Î - nhỏ nhất}  với 

2
(1 )( )n

n n n n
n

x
y x

x
b b

-
= + -  và 1 { : , },

2
n n

n n n n

x y
C z C z y x+

+
= Î £ £  trong đó 

0 1n ab£ £ <  với mọi .n *Î ¥   Khi đó lim 2.nn
x

® ¥
= -  Ta cần chứng minh T  là ánh xạ 

thỏa mãn điều kiện ( )Em . Thật vậy, với , ,x y CÎ  ta có 

| | | |= || | | | | | | | | | | .x T y x y y T x y T y x y- - + - £ - + -  Ta xét hai trường hợp sau.  

Trường hợp 1. Với 2,x = -  ta có    

2 2| | | |= | 2 |= | 1 |= | | | 2|= | | | | .yx T y T y y x y
y y

- -- - - - - £ - - -   

Suy ra | | | | | | | | | | | |x T y x T x x ym- £ - + -  với 1.m ³    

Trường hợp 2. Với 2,x ¹ -  đặt 2( )= + 1, [ 3, 1].f x x x
x

- Î - -  Khi đó, f  đơn điệu 

tăng trên C  và ( 2) 0f - = . Suy ra, tồn tại c CÎ  sao cho
, 2

| ( ) | min | ( ) |  0.
x C x

f c f x
Î ¹ -

= ¹  

Do đó, tồn tại 1m ³  sao cho 
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| | | | | ( 1) | 2 | ( ) | | | | | .y T y f f c x T xm m- £ - = £ £ -   

Suy ra | | | | | | | | | | | | .x T y x T x x ym- £ - + -   

Từ hai trường hợp trên, ta suy ra tồn tại 1m ³  sao cho  

| | | | | | | | | | | |x T y x T x x ym- £ - + -  với  1m ³  và ,x y CÎ  hay ánh xạ T  là ánh xạ 

thỏa mãn điều kiện ( ).Em  Do đó, dãy { }nx  thỏa mãn các giả thiết của Hệ quả 2.4. Do đó, 

theo Hệ quả 2.4, dãy { }nx  hội tụ đến 0 ( ) 0 2.F Tz P x= = -  

Mặt khác, T  không là ánh xạ không giãn. Thật vậy, chọn 1, 1.5,x y= - = -  ta có 

| | | |= 0.67 >  0.5 | | | | .T x T y x y- = -  Vì vậy, Hệ quả 2.7 không áp dụng được cho dãy 

{ }.nx   
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