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TÓM TẮT 
Bài viết nghiên cứu các tính chất  −	chuẩn tắc một cách có hệ thống với những đặc điểm 

tương tự như tính chất chuẩn tắc. Tính chất đặc trưng và sự di truyền đối với không gian con của 
các tính chất  −	chuẩn tắc chính là mối quan tâm chính của bài báo. 

Từ khóa:  −	chuẩn tắc, hầu  −	chuẩn tắc, ߨ −	chuẩn tắc,  −	chuẩn tắc nhẹ, tựa  −
	chuẩn tắc. 
ABSTRACT  

Some −	Normal Properties of Topological Space 
The aim of this paper is to study some  −	normal properties systematically, which is similar 

with the normal properties on characterization and hereditary property. 
Keywords:  −	normal, almost  −	normal, ߨ −	normal, mildly  −	normal, quasi  −

	normal. 
 

1. Đặt vấn đề 
Nhìn chung, tính chuẩn tắc của không gian tôpô tích không được kế thừa từ các 

không gian tôpô thành phần. Các phản ví dụ nổi tiếng minh chứng khẳng định này đã được 
đưa ra bởi các nhà Toán học, có thể kể đến J. Dieudonné năm 1939 và Sorgenfrey năm 
1947. Với mong muốn không gian tích có thể kế thừa tính chuẩn tắc từ các không gian 
thành phần, thông thường có hai hướng nghiên cứu được đặt ra hoặc là bổ sung thêm điều 
kiện đối với các không gian thành phần hoặc là xây dựng một lớp các không gian mới có 
tính chất yếu hơn chuẩn tắc. Theo hướng hình thành nên các lớp không gian mới, các tính 
chất dưới chuẩn tắc như hầu chuẩn tắc, chuẩn tắc nhẹ, tựa chuẩn tắc, ߨ −	chuẩn tắc lần 
lượt được định nghĩa và kết nối với nhau theo sơ đồ sau: 

 
 
 
 
 

Hình 1. Mối quan hệ giữa các tính chất chuẩn tắc 
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      Hầu chuẩn tắc 

Chuẩn tắc   ⇒   ߨ −	chuẩn tắc    Chuẩn tắc nhẹ 

      Tựa chuẩn tắc 
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Năm 1989, T. M. Nour [1] đã sử dụng khái niệm  −	mở để định nghĩa một tính chất 
dưới chuẩn tắc là  −	chuẩn tắc. Việc định nghĩa tính  −	chuẩn tắc đã mở đường cho 
hàng loạt các khái niệm mới ra đời như hầu  −	chuẩn tắc,  −	chuẩn tắc nhẹ, tựa  −
	chuẩn tắc và gần đây là ߨ −	chuẩn tắc. 

Vì các khái niệm giữa tính chuẩn tắc và tính  −	chuẩn tắc có sự tương ứng nhất định 
nên những đặc điểm tương đồng nếu có giữa các tính chất  −	chuẩn tắc và chuẩn tắc là 
một vấn đề cần được quan tâm nghiên cứu. Bài viết này sẽ nghiên cứu các tính chất  −
	chuẩn tắc một cách có hệ thống với những đặc điểm tương tự như các tính chất chuẩn tắc 
ở hai phương diện tính chất đặc trưng và sự di truyền đối với không gian con. 

Trong suốt bài viết, thuật ngữ không gian được hiểu là không gian tôpô thuần túy, 
chưa thỏa mãn bất kì một tiên đề tách nào và các kí hiệu được sử dụng đều là các kí hiệu 
cơ bản của Tôpô đại cương, có thể tra cứu theo R. Engelking [2]. 
2. Các tính chất  −	chuẩn tắc 

Gọi A  là một tập con bất kì của  không gian tôpô X . Khi đó, 

- Các kí hiệu  int X A  và 
X

A  theo thứ tự là phần trong và bao đóng của tập con A  

trong X . 
- Tập con A  được gọi là mở chính quy nếu  intA A . 

- Tập con A được gọi là đóng chính quy nếu \X A  là một tập mở chính quy. Nói cách 

khác, A  là tập đóng chính quy nếu  intA A . 

- Tập con A được gọi là pmở nếu  intA A . 

- Tập con A  được gọi là pđóng nếu \X A  là một tập  −	mở. Nói cách khác, A  là 

tập  −	đóng nếu  int A A . 

- Tập con  −	đóng nhỏ nhất chứa tập con A  được gọi là  −	bao đóng của A  và 
được kí hiệu là  clp A . Nói cách khác,  −	bao đóng của tập con A  chính là giao của 

tất cả các tập con  −	đóng chứa A . 
- Tập con A  được gọi là ߨ −	đóng nếu A  là giao hữu hạn của các tập đóng chính quy. 
- Tập con A được gọi là ߨ −	mở nếu \X A  là một tập ߨ −	đóng. Nói cách khác, A  là 

tập ߨ −	mở nếu A là hợp hữu hạn của các tập mở chính quy. 
Năm 1989, T. M. Nour [1] đưa ra khái niệm  −	chuẩn tắc thông qua việc kết hợp 

hai khái niệm chuẩn tắc và  −	mở. 
Định nghĩa 1. 

Một không gian X  được gọi là  −	chuẩn tắc nếu với mọi cặp tập đóng 1F  và 2F  

rời nhau, luôn tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời nhau thỏa mãn 1F U  và 2F V . 

Sau đó, năm 2000, G. B. Navalagi [3] mở rộng khái niệm  −	chuẩn tắc thành hầu 
 −	chuẩn tắc và  −	chuẩn tắc nhẹ. 
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Định nghĩa 2.  
Một không gian X  được gọi là hầu  −	chuẩn tắc nếu với mọi tập đóng 1F  và mọi 

tập đóng chính quy 2F  rời nhau, luôn tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời nhau thỏa mãn 

1F U  và 2F V . 
Định nghĩa 3.  

Một không gian X  được gọi là  −	chuẩn tắc nhẹ nếu với mọi cặp tập đóng chính 
quy 1F  và 2F  rời nhau, luôn tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời nhau thỏa mãn 1F U  và 

2F V . 
Năm 2012, S. A. S. Thabit và H. Kamarulhaili [4] định nghĩa khái niệm ߨ −

	chuẩn tắc bằng cách phát triển các khái niệm  −	chuẩn tắc và ߨ −	chuẩn tắc, trong đó 
khái niệm ߨ −	chuẩn tắc được đưa ra bởi L. Kalantan vào năm 2008. 
Định nghĩa 4.  

Một không gian X  được gọi là ߨ −	chuẩn tắc nếu với mọi tập đóng 1F  và mọi tập 

ߨ −	đóng 2F  rời nhau, luôn tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời nhau thỏa mãn 1F U  và 

2F V . 
Từ các định nghĩa vừa nêu, chúng ta có chuỗi quan hệ thứ nhất như sau: 

Chuẩn tắc	⇒  −	chuẩn tắc	⇒ ߨ −	chuẩn tắc	⇒ Hầu  −	chuẩn tắc	⇒  −	chuẩn tắc nhẹ 
Cũng trong năm 2012, S. A. S. Thabit và H. Kamarulhaili [5] định nghĩa thêm khái 

niệm tựa  −	chuẩn tắc, một tính chất nằm giữa ߨ −	chuẩn tắc và  −	chuẩn tắc nhẹ. 
Định nghĩa 5. 

Một không gian X  được gọi là tựa  −	chuẩn tắc nếu với mọi cặp tập ߨ −	đóng 1F  

và 2F  rời nhau, luôn tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời nhau thỏa mãn 1F U  và 

2F V . 
 Theo S. A. S. Thabit và H. Kamarulhaili [5], khái niệm tựa  −	chuẩn tắc độc lập với 
các khái niệm trong chuỗi quan hệ thứ nhất giữa các tính chất  −	chuẩn tắc. Hai tác giả đã 
minh chứng cụ thể lập luận này thông qua một phản ví dụ khẳng định không gian Tôpô 
Dãy Hữu Tỷ là một không gian hầu  −	chuẩn tắc và không tựa  −	chuẩn tắc. Do đó, 
chúng ta cũng có chuỗi quan hệ thứ hai như sau: 
Chuẩn tắc	⇒  −	chuẩn tắc	⇒ ߨ −	chuẩn tắc	⇒ Tựa  −	chuẩn tắc	⇒  −	chuẩn tắc nhẹ 

Kết hợp hai chuỗi quan hệ thứ nhất và thứ hai, chúng ta có sơ đồ quan hệ giữa các 
tính chất pchuẩn tắc như sau: 
 
 

 
 
 

Hình 2. Mối quan hệ giữa các tính chất  −	chuẩn tắc 

  Hầu  −	chuẩn tắc 

Chuẩn tắc	⇒  −	chuẩn tắc	⇒ ߨ −	chuẩn tắc            −	chuẩn tắc nhẹ 

         Tựa  −	chuẩn tắc 
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3. Đặc trưng của các tính chất  −	chuẩn tắc 
Bằng cách thay đổi vai trò của các tập hợp tương ứng với khái niệm, các tính chất 

 −	chuẩn tắc có đặc trưng hoàn toàn tương tự như các tính chất chuẩn tắc. Việc chứng 
minh các tính chất đặc trưng này không quá khó, khá giống với cách chứng minh tính chất 
đặc trưng của không gian chuẩn tắc và có thể tìm thấy trong các bài viết của G. B. 
Navalagi [3] và S. A. S. Thabit, H. Kamarulhaili [4], [5].  
Mệnh đề 1.  

Cho X  là một không gian. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương nhau: 
(a) X  là một không gian  −	chuẩn tắc; 
(b) Với mọi cặp tập mở A  và B  thỏa mãn A B X  , luôn tồn tại các tập  −	đóng U  

và V  sao cho U A , V B  và U V X  ; 
(c) Với mọi tập đóng F  và mọi tập mở G  chứa F , luôn tồn tại một tập  −	mở U  sao 

cho  clU p GF U    . 

Chứng minh. 
(ܽ) ⇒ (ܾ): Với mọi cặp tập mở A  và B  thỏa mãn A B X  , \X A  và \X B  là 

các tập đóng rời nhau. Do X  là một không gian  −	chuẩn tắc nên tồn tại các tập  −	mở 

1V  và 2V  rời nhau thỏa mãn 1\X A V  và 2\X B V . Đặt 1\U X V  và 2\V X V . Khi 

đó, U  và V  là các tập  −	đóng thỏa mãn U A , V B  và U V X  . 
(ܾ) ⇒ (ܿ): Với mọi tập đóng F  và mọi tập mở G  chứa F , \X F  và G  là các tập 

mở thỏa mãn  \X F G X  . Theo (b), tồn tại các tập  −	đóng 1W  và 2W  thỏa mãn 

1 \W X F , 2W G  và 1 2W W X  . Suy ra, 1\F X W  và 1 2\X W W . Đặt 

1\U X W . Khi đó, U  là một tập  −	mở thỏa mãn 2F U W G   . Vì 2W  là một tập 

 −	đóng nên   2clp WU   và  clU p GF U    . 

(ܿ) ⇒ (ܽ):  Với mọi cặp tập đóng 1F  và 2F  rời nhau, 2\G X F  là một tập mở chứa 

1F  vì 1F  là một tập đóng và 1 2F F  . Theo (c), tồn tại một tập  −	mở U  sao cho 

 1 clU p GF U    . Vì   2cl \p U G X F    nên  2 \ clX p UF   . Hiển nhiên, 

 \ clX p UV   là một tập  −	mở và U V  . Do đó, tồn tại các tập  −	mở U  và 

V  rời nhau thỏa mãn 1F U  và 2F V  hay X  là một không gian  −	chuẩn tắc. 

Bằng cách lập luận tương tự kết hợp với việc thay đổi tính chất của các tập hợp, 
chúng ta sẽ chứng minh được các tính chất đặc trưng sau đối với các không gian hầu  −
	chuẩn tắc,  −	chuẩn tắc nhẹ, ߨ −	chuẩn tắc và tựa  −	chuẩn tắc. 
Mệnh đề 2.  

Cho X  là một không gian. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương nhau: 
(a) X  là một không gian hầu  −	chuẩn tắc; 
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(b) Với mọi tập mở . A . và mọi tập mở chính quy B  thỏa mãn A B X  , luôn tồn tại 
các tập  −	đóng U  và V  sao cho U A , V B  và U V X  ; 

(c) Với mọi tập đóng F  và mọi tập mở chính quy G  chứa F , luôn tồn tại một tập  −
	mở U  sao cho  clU p GF U    . 

Mệnh đề 3.  
Cho X  là một không gian. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương nhau: 

(a) X  là một không gian  −	chuẩn tắc nhẹ; 
(b) Với mọi cặp tập mở chính quy A  và B  thỏa mãn A B X  , luôn tồn tại các tập 
 −	đóng U  và V  sao cho U A , V B  và U V X  ; 

(c) Với mọi tập đóng chính quy F  và mọi tập mở chính quy G  chứa F , luôn tồn tại 
một tập  −	mở U  sao cho  clU p GF U    . 

Mệnh đề 4.  
Cho X  là một không gian. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương nhau: 

(a) X  là một không gian ߨ −	chuẩn tắc; 
(b) Với mọi tập mở A  và mọi tập ߨ −	mở B  thỏa mãn A B X  , luôn tồn tại các tập 
 −	đóng U  và V  sao cho U A , V B  và U V X  ; 

(c) Với mọi tập đóng F  và mọi tập ߨ −	mở G  chứa F , luôn tồn tại một tập  −	mở 
U  sao cho  clU p GF U    . 

Mệnh đề 5.  
Cho X  là một không gian. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương nhau: 

(a) X  là một không gian tựa  −	chuẩn tắc; 
(b) Với mọi cặp tập ߨ −	mở A  và B  thỏa mãn A B X  , luôn tồn tại các tập  −
	đóng U  và V  sao cho U A , V B  và U V X  ; 

(c) Với mọi tập ߨ −	đóng F  và mọi tập ߨ −	mở G  chứa F , luôn tồn tại một tập  −
	mở U  sao cho  clU p GF U    . 

4. Sự di truyền của các tính chất  −	chuẩn tắc 
Nếu các tính chất chuẩn tắc di truyền đối với các không gian con đóng thì các tính 

chất  −	chuẩn tắc di truyền đối với các không gian con đóng chính quy. Năm 2000, G. B. 
Navalagi [3] đã chứng minh sự di truyền của một số tính chất  −	chuẩn tắc dựa vào một 
mệnh đề được các tác giả S. N. El-Deeb, I. A. Hasanein, A. S. Mashhour, T. Noiri đề cập 
đến trong [6] năm 1983. Bài viết này sẽ chứng minh sự di truyền của các tính chất  −
	chuẩn tắc bằng một cách khác thông qua những tính chất của tập đóng chính quy trong 
mối tương quan với các tập trù mật,  −	mở,  −	đóng, ߨ −	mở, ߨ −	đóng. 
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Mệnh đề 6. 
(a) Không gian con đóng chính quy của một không gian  −	chuẩn tắc là một không 

gian  −	chuẩn tắc. 
(b) Không gian con đóng chính quy của một không gian hầu  −	chuẩn tắc là một không 

gian hầu  −	chuẩn tắc. 
(c) Không gian con đóng chính quy của một không gian  −	chuẩn tắc nhẹ là một không 

gian  −	chuẩn tắc nhẹ. 
(d) Không gian con đóng chính quy của một không gian ߨ −	chuẩn tắc là một không 

gian ߨ −	chuẩn tắc 
(e) Không gian con đóng chính quy của một không gian tựa  −	chuẩn tắc là một không 

gian tựa  −	chuẩn tắc. 
Chứng minh. Để chứng minh các mệnh đề này, chúng ta cần chứng minh các bổ đề sau: 
Bổ đề 1. 

(1) Nếu M  là một không gian con của không gian X  và A M  thì 
     int int intX M XA A M ; 

(2) Nếu D  là một tập trù mật và U  là một tập mở trong không gian X  thì 
U U D  ; 
(3) Nếu M  là một không gian con đóng chính quy của không gian X  và A M  thì 

     int int int
M M

M M XA A M . 

Chứng minh. 
(1) Lấy bất kì x  thuộc    int intM XA M , x  thuộc  intM A  và x  thuộc 

 int X M . Do x  thuộc  int M A  nên tồn tại U  mở trong X  sao cho x MU A   . Mặt 

khác, vì x  cũng thuộc  int X M  nên tồn tại V  mở trong X  sao cho x V A  . Đặt 

G VU  . Khi đó, G  là một tập mở trong X  thỏa mãn x G A  . Do đó,  int Xx A  

hay  
     int int intM X XA M A  . 

Ngược lại, lấy bất kì x  thuộc  int X A , suy ra x  thuộc  int X M  do A M . Do x  

thuộc  int X A  nên tồn tại U  mở trong X  sao cho x AU  . Khi đó, U M  là một tập 

mở trong M  thỏa mãn x U M A   . Do đó,  intMx A  hay 

     int int intX M XA A M  . 

(2) Lấy bất kì x  thuộc U . Với mọi V  mở chứa x , V U  là một tập mở chứa x . 

Do D  là một tập trù mật hay X D  nên  U V D     hay  V U D     . Do 

đó, x U D   hay U U D  .   
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(3) Hiển nhiên,      int intint X

M M

M MA M A  . Do M  là một không gian con 

đóng chính quy nên    int int
M X

X XM M M M   . Suy ra,  int X M  là một tập trù 

mật trong M . Mặt khác,  int M A  là một tập mở trong M . Theo (2), 

     intint int
M

M M XA A M  . Do đó, 

     int int int
M M

M M XA A M  . 

Bổ đề 2.  
(1) Gọi M  là một không gian con đóng chính quy của không gian X . Nếu A  là một 

tập  −	đóng trong X  thì A M  là một tập  −	đóng trong M . 
(2) Gọi M  là một không gian con đóng chính quy của không gian X . Nếu A  là một 

tập  −	mở trong X  thì A M  là một tập  −	mở trong M . 
Chứng minh. 

(1) Theo Bổ đề 1, 

       

 

 

int int int

int

i

t

nt

in

.

M M M

M M X

X

X

X

X

X

A A AM M M

A

A

M

M M

M
A M

   

 

 







 

 

Do đó, A M  là một tập  −	đóng trong M . 
(2) Do A  là một tập  −	mở trong X  nên \X A  là một tập  −	đóng trong X . 

Theo (1),  \G MX A   là một tập  −	đóng trong M  hay \M G  là một tập  −	mở 

trong M . Mặt khác, \M G MA  . Do đó, A M  là một tập  −	mở trong M . 
Bổ đề 3.  

Nếu M  là một không gian con đóng chính quy của không gian X  và A là một tập 
đóng chính quy trong M  thì A  là một tập đóng chính quy trong X . 
Chứng minh.  

Do M  là một không gian con đóng chính quy của không gian tôpô X  và A  là một 

tập đóng chính quy trong M  nên  int
X

X M M  và  int
M

M A A . 

Theo Bổ đề 1, 

         

   

int int int int int

int int .

X X X X

X M X M X

X M

M M

A A M A M

A M A A

 

 

 

 
 

Do đó, A  là một tập đóng chính quy trong X . 
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Bổ đề 4.  
Nếu M  là một không gian con đóng chính quy của không gian X  và A là một tập 

ߨ −	đóng trong M  thì A  là một tập ߨ −	đóng trong X . 
Chứng minh. 

Do A  là một tập ߨ −	 đóng trong M  nên tồn tại hữu hạn các tập iA  với 

1, 2, ,3,i n   đóng chính quy trong M  sao cho 
1

n

i
iA A



 . Theo Bổ đề 3, tất cả các tập iA  

với 1,2, ,3,i n   đều đóng chính quy trong X . Do đó, A là một tập ߨ −	đóng trong X . 
(a)   Gọi Y  là không gian con đóng chính quy của không gian  −	chuẩn tắc X . Lấy bất 

kì một cặp tập đóng 1F  và 2F  rời nhau của không gian Y . Do Y  là không gian đóng chính 

quy nên Y  là một tập đóng của không gian X . Do đó, 1F  và 2F  là các tập đóng của 

không gian X . 
Do X  là một không gian  −	chuẩn tắc nên tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời 

nhau của không gian X  thỏa mãn 1F U  và 2F V . Theo Bổ đề 2, U Y  và V Y  là 

các tập  −	mở rời nhau của không gian Y  thỏa mãn 1F U Y   và 2F V Y  . Vì vậy, 

Y  là một không gian  −	chuẩn tắc. 
(b)   Gọi Y  là không gian con đóng chính quy của không gian hầu  −	chuẩn tắc X . 

Lấy bất kì một tập đóng 1F  và  một tập đóng chính quy 2F  rời nhau của không gian Y . 

Theo Bổ đề 3, 2F  là một tập đóng chính quy của không gian X . Mặt khác, do Y  là không 

gian đóng chính quy nên Y  là một tập đóng của không gian X . Do đó, 1F  là một tập đóng 

của không gian X . 
Do X  là một không gian hầu  −	chuẩn tắc nên tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời 

nhau của không gian X  thỏa mãn 1F U  và 2F V . Theo Bổ đề 2, U Y  và V Y  là 

các tập  −	mở rời nhau của không gian Y  thỏa mãn 1F U Y   và 2F V Y  . Vì vậy, 

M  là một không gian hầu  −	chuẩn tắc. 
(c)   Lập luận tương tự cách chứng minh ở Mệnh đề (b). 
(d)   Gọi Y  là không gian con đóng chính quy của không gian ߨ −	chuẩn tắc X . Lấy 

bất kì một tập đóng 1F  và  một tập ߨ −	đóng 2F  rời nhau của không gian Y . Theo Bổ đề 

4, 2F  là một tập ߨ −	đóng của không gian X . Mặt khác, do Y  là không gian đóng chính 

quy nên Y  là một tập đóng của không gian X . Do đó, 1F  là một tập đóng của không gian 

X . 
Do X  là một không gian ߨ −	chuẩn tắc nên tồn tại các tập  −	mở U  và V  rời 

nhau của không gian X  thỏa mãn 1F U  và 2F V . Theo Bổ đề 2, U Y  và V Y  là 
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các tập  −	mở rời nhau của không gian Y  thỏa mãn 1F U Y   và 2F V Y  . Vì vậy, 

Y  là một không gian ߨ −	chuẩn tắc. 
(e)   Lập luận tương tự cách chứng minh ở Mệnh đề (d). 

5. Kết luận 
Như vậy, các tính chất  −	chuẩn tắc đã được nghiên cứu một cách có hệ thống và rõ 

ràng trong bài viết. Bên cạnh đó, các đặc điểm tương tự như tính chất chuẩn tắc của các 
tính chất này ở hai phương diện tính chất đặc trưng và sự di truyền đối với không gian con 
cũng được chứng minh. Do việc mô tả các tập  −	mở của một không gian tôpô khá phức 
tạp nên nhiều vấn đề mở đối với các tính chất  −	chuẩn tắc vẫn đang được các nhà toán 
học quan tâm. Trong các định hướng sắp tới, chúng tôi sẽ cố gắng tập trung vào các hướng 
nghiên cứu sau nhằm làm rõ hơn về các tính chất  −	chuẩn tắc của một không gian tôpô: 

1. Mối quan hệ nếu có giữa không gian tựa  −	chuẩn tắc và hầu  −	chuẩn tắc; 
2. Bổ đề Urysohn đối với các tính chất  −	chuẩn tắc; 
3. Bài toán về sự kế thừa trên không gian tôpô tích từ các không gian tôpô thành phần 

đối với các tính chất  −	chuẩn tắc. 
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