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TÓM TẮT 
Toán học không chỉ là một môn khoa học thuần túy về lí luận, mà còn có vai trò tích cực 

trong hoạt động nhận thức của con người. Vai trò của toán học trong khoa học rất dễ nhận thấy ở 
vật lí học. Điều đó thể hiện ở chỗ, người ta không đi từ các dữ kiện thực nghiệm có thực đến biểu 
thức toán học của chúng như trước kia đã làm, mà đi từ các dạng toán học đến những cái tương 
đương trong thực tế. Báo cáo này, trình bày một số ứng dụng phương pháp tìm cực trị hàm số để 
tìm đại lượng max, min trong bài toán vật lí cùng với sự hỗ trợ của phần mềm Mathematica. Ở đây, 
phần mềm Mathematica được sử dụng để thực hiện các thao tác tính toán và mô phỏng minh họa 
kết quả thu được. 

Từ khóa: cực trị, Vật lí, Mathematica. 
ABSTRACT 

Applying the method of finding function’s extreme values to find maximum and minimum 
quantities in physics problems with the support of the software Mathematica 

Mathematics is not only a pure theoretical science, but it also has an active role in human 
cognitive activities. The role of mathematics in science is very visible in physics. It shows that 
people do not make mathematical expressions from experimental data like they did before, but from 
mathematical forms to equivalent things in reality. This article refers to the applications of the 
method of finding function’s extreme values to find maximum and minimum quantities in physics 
problems with the support of the Mathematica software. Mathematica software is used to perform 
computational operations and illustrate the achieved results. 

Keywords: extreme values, Physics, Mathematica. 
 

1. Mở đầu 
Toán học không chỉ là một môn khoa học thuần túy về lí luận, mà còn có vai trò tích 

cực trong hoạt động nhận thức của con người. Với những đặc điểm đối tượng của mình, 
toán học ngày càng thâm nhập sâu rộng vào các lĩnh vực khoa học khác nhau, giữ một vị 
trí đặc biệt trong nhiều khoa học; và vì thế, bao trùm một phạm vi rộng lớn của hoạt động 
thực tiễn.  
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Trước đây, với đối tượng còn ở trình độ trừu tượng thấp như các số và các hình hình 
học thì trong nghiên cứu khoa học, toán học chỉ được sử dụng chủ yếu vào việc cố định và 
chỉnh lí những dữ liệu thực nghiệm đã biết; để từ đó, rút ra các công thức toán học và áp 
dụng chúng. Ngày nay, sự áp dụng rộng rãi toán học trong nghiên cứu khoa học đã chứng 
tỏ vai trò phát kiến của toán học trong quá trình nhận thức thế giới khách quan. 

Trong điều kiện phát triển của khoa học và công nghệ, quá trình toán học hóa các 
khoa học ngày càng diễn ra một cách sâu sắc thì việc áp dụng các phương pháp toán học 
cũng có những biến đổi căn bản. Điều đó thể hiện ở chỗ, người ta không đi từ các dữ kiện 
thực nghiệm có thực đến biểu thức toán học của chúng như trước kia đã làm, mà đi từ các 
dạng toán học đến những cái tương đương trong thực tế. Nếu như ở giai đoạn đầu, toán học 
đóng vai trò biểu diễn hình thức các dữ kiện hiện thực, thì ở giai đoạn sau, toán học nổi lên 
với tư cách lĩnh vực tham gia một cách tích cực vào việc hình thành các lí thuyết mới. Xét 
ở trình độ đó, toán học không còn chỉ là công cụ để chế biến các thông tin, mà đã tham gia 
vào việc nhận thức các quy luật. Như vậy, từ chỗ là công cụ bổ trợ cho nghiên cứu, toán 
học đã trở thành một phương tiện nghiên cứu được sử dụng thường xuyên và nhiều khi là 
công cụ duy nhất có hiệu lực trong hoạt động khoa học. 

Sự biến đổi vai trò của toán học trong khoa học rất dễ nhận thấy ở vật lí học. Điều 
này đã được nhà vật lí học người Mĩ – Edison khẳng định: "Đối với nhà vật lí, toán học 
không chỉ là một công cụ mà dựa vào đó, có thể diễn tả bất cứ hiện tượng nào về lượng, 
mà còn là cội nguồn chủ yếu của những khái niệm và nguyên tắc được lấy làm chỗ dựa cho 
việc xây dựng những lí thuyết mới". Nếu như trước kia, vật lí học cổ điển chỉ vạch rõ 
những mối quan hệ của các đại lượng toán học xác định đối với các vật thể và các quá trình 
vật lí để rồi sau đó, tìm ra các phương trình liên kết giữa chúng nhờ diễn tả được các quy 
luật vật lí, thì vật lí lí thuyết hiện đại lại sử dụng những đối tượng toán học trừu tượng dưới 
dạng các kí hiệu, rồi sau đó mới tìm những biểu hiện vật lí của chúng. 

Vai trò sáng tạo của tư duy toán học trong nhận thức được thể hiện khá rõ nét ở chỗ, 
toán học được xem như một công cụ không thể thiếu được đối với các khoa học trong việc 
khám phá và tìm ra bản chất của các sự vật và hiện tượng của thế giới khách quan. 

Báo cáo này trình bày một ứng dụng cụ thể, đơn giản nhất của toán học vào bài toán 
vật lí với tựa đề: “Áp dụng phương pháp tìm cực trị của hàm số một biến số để tìm đại 
lượng max, min trong bài toán vật lí với sự hỗ trợ của phần mềm Mathematica”.  

Phần mềm Mathematica là một phần mềm tổ hợp các thao tác tính toán bằng kí hiệu, 
tính số, xử lí đồ họa và lập trình. Trong những năm gần đây, phần mềm Mathematica được 
sử dụng khá phổ biến trong lĩnh vực giáo dục. Việc sử dụng phần mềm trong nghiên cứu, 
học tập các môn khoa học tự nhiên nói chung và vật lí nói riêng, đã đem lại những thành 
tựu vô cùng quan trọng. Về cơ bản, phần mềm này cung cấp một nền tảng Toán học trên 
máy tính, đồng thời cho phép mô phỏng các hiện tượng khoa học và quá trình xảy ra của 
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hiện tượng đi kèm với sự thay đổi các thông số một cách tùy ý. Ở đây, phần mềm 
Mathematica được sử dụng để thực hiện các thao tác tính toán và mô phỏng kết quả thu 
được. 
2. Nội dung 
2.1. Phương pháp tìm cực trị hàm số 

a) Tìm cực trị bằng cách sử dụng bảng biến thiên 
Tìm cực trị cho hàm số  theo các bước sau: 
* Bước 1: Tìm tập xác định của hàm số . 
* Bước 2: Tìm , giải phương trình . 
* Bước 3: Lập bảng biến thiên và kết luận: 
+ Nếu  đổi dấu từ  sang  khi qua điểm  (từ trái sang phải) thì hàm số đạt cực 

tiểu tại . 
+ Nếu  đổi dấu từ  sang  khi qua điểm  (từ trái sang phải) thì hàm số đạt cực 

đại tại . 
b) Tìm cực trị bằng cách sử dụng đạo hàm cấp 2 

Phương pháp này thường được sử dụng đối với các hàm số mà việc lập bảng biến 
thiên tương đối khó khăn. Các bước thực hiện: 

* Bước 1: Tìm tập xác định của hàm số . 
* Bước 2: Tìm , giải phương trình  và kí hiệu  ( ) là các nghiệm 

của nó. 
* Bước 3: Tính  và  rồi kết luận: 
+ Nếu  thì hàm số đạt cực đại tại . 
+ Nếu  thì hàm số đạt cực tiểu tại . 

c) Áp dụng phương pháp tìm cực trị hàm số vào bài toán vật lí 
* Bước 1: Tìm hiểu yêu cầu của bài toán vật lí. Xác định hàm và đối số của hàm. Ở 

đây đối số chính là ẩn số yêu cầu của bài toán. 
Ví dụ: Hỏi phải ném một vật theo phương hợp với mặt phẳng nằm ngang một góc  

bằng bao nhiêu để với một vận tốc ban đầu cho trước, tầm xa của vật đạt cực đại? 
Xuất phát từ yêu cầu bài toán, tầm xa của vật đóng vai trò là hàm, đối số của hàm là 

góc hợp giữa phương ném và mặt phẳng ngang.  
* Bước 2: Đối chiếu các dữ kiện xuất phát và ẩn số phải tìm, xem xét bản chất vật lí 

của tình huống đã cho để nhận ra các định luật, công thức lí thuyết có liên quan. Xác lập 
các mối liên hệ cụ thể của các dữ kiện xuất phát và ẩn số phải tìm. Biểu diễn các mối liên 
hệ đó dưới dạng hàm và đối số. 

Ví dụ: Ở bài toán vật ném xiên ở trên, tầm xa  của vật được biểu diễn dưới dạng 
hàm của góc : . 
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* Bước 3: Sử dụng một trong hai phương pháp tìm cực trị để tìm ẩn số của bài toán. 
Kết hợp sử dụng phần mềm Mathematica để tính toán và mô phỏng kết quả bài toán. 
2.2. Giới thiệu về phần mềm Mathematica 

Phần mềm Mathematica được ra mắt lần đầu tiên vào năm 1988 bởi hãng Wolfram 
Research. Với những tính năng vượt trội, phần mềm đã gây ấn tượng sâu sắc đối với người 
sử dụng máy tính trong kĩ thuật và các lĩnh vực khác. Đây là một phần mềm tổ hợp các 
thao tác tính toán bằng kí hiệu, bằng số, xử lí đồ họa và lập trình. Mục đích chính của phần 
mềm khi hãng Wolfram đưa ra lần đầu tiên là hỗ trợ nghiên cứu cho các ngành khoa học 
vật lí, công nghệ và toán học. Chỉ một vài năm sau đó, Mathematica trở nên rất quan trọng 
trong một phạm vi rộng hơn và được sử dụng trong toàn bộ các ngành khoa học thuộc lĩnh 
vực tự nhiên cũng như xã hội.  

Ngày nay, với sự tiến bộ vượt bậc trong lĩnh vực công nghệ thông tin, các phiên bản 
Mathematica ngày càng hiện đại cùng với sự mở rộng nhiều tính năng ra đời, các ứng dụng 
của Mathematica được khai thác mạnh mẽ hơn bao giờ hết, nó không chỉ được sử dụng 
trong các ngành khoa học tự nhiên như vật lí, sinh học, toán học, hóa học, công nghệ mà 
còn là một công cụ hỗ trợ đắc lực cho các ngành khoa học xã hội cũng như các lĩnh vực 
khoa học khác. Phần mềm Mathematica còn được các trường đại học trên thế giới sử dụng 
trong việc soạn thảo giáo án, nghiên cứu và hỗ trợ học tập cho sinh viên.  

Thực tế cho thấy, việc sử dụng phần mềm trong giảng dạy, nghiên cứu, học tập các 
môn học nói chung, đã đem lại những thành tựu vô cùng quan trọng. Với giao diện thân 
thiện, Mathematica là công cụ hỗ trợ tích cực cho các hoạt động dạy - học, giúp cho sự 
tương tác giữa người dạy và người học đạt hiệu quả cao. Về cơ bản, phần mềm này cung 
cấp một nền tảng toán học trên máy tính, cho phép người dạy tập trung đi sâu vào các khái 
niệm vật lí thay vì mất thời gian đi qua các bước đại số hay toán học mà học sinh đã biết. 
Ngoài ra, Mathematica có thể mô phỏng các hiện tượng khoa học và quá trình xảy ra của 
hiện tượng đó đi kèm với sự thay đổi các thông số một cách tùy ý, từ đó giúp người học 
hiểu sâu hơn các hiện tượng khoa học. Bản thân người học, có thể sử dụng phần mềm này 
như một công cụ hỗ trợ khi học tập, làm bài tập cũng như nghiên cứu khoa học. 

* Mathematica là hệ thống các thao tác tính toán: 
Mathematica cho phép thực hiện các thao tác tính toán bằng kí hiệu, bằng số và xử lí 

đồ họa. Vì vậy, Mathematica có khả năng thực hiện các phép tính đại số cũng như số 
học.  Ngoài ra, Mathematica còn cung cấp cho người dùng danh sách các hàm ứng dụng để 
giải các bài toán giải tích phức tạp như các bài toán tính đạo hàm, tích phân, phương trình 
vi phân… một cách nhanh chóng. 

Đồ họa cũng là một trong những thế mạnh của Mathematica, nó hỗ trợ người dùng 
khi cần vẽ các hàm trong không gian hai chiều hoặc ba chiều, tạo dựng biểu đồ dựa trên 
các số liệu ngẫu nhiên, thiết kế hình thể, vật thể tùy ý. 
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* Mathematica được sử dụng như một ngôn ngữ lập trình: 
Giống như các ngôn ngữ khác như ngôn ngữ C hay Fortran, Mathematica được biết 

đến như một ngôn ngữ lập trình. Với các hàm cần sử dụng không được dựng sẵn, 
Mathematica cho phép xây dựng một hàm mới với ngôn ngữ bậc cao và có tính trực quan 
một cách nhanh chóng và đơn giản. Mathematica cung cấp ngôn ngữ lập trình bậc cao 
đồng nhất và linh hoạt cho phép người sử dụng tập trung vào các vấn đề chính và lược bỏ 
thời gian dành cho các đoạn mã chương trình dài dòng. 

* Vai trò của phần mềm Mathematica trong dạy học vật lí:  
Trong giảng dạy vật lí, với sự hỗ trợ của Mathematica, giảng viên vật lí có thể tạo ra 

mô hình riêng và các điều khiển trực quan theo đúng ý đồ của mình. Giảng viên trong quá 
trình giảng dạy dễ dàng thay đổi các giá trị bằng các lệnh và thao tác đơn giản. Ngoài ra, 
sinh viên học vật lí có thể sử dụng Mathematica để hiểu sâu hơn các khái niệm, hoàn thành 
bài tập về nhà và thực hiện các dự án lớn hơn như nghiên cứu đề tài mà không cần thêm 
các phần mềm chuyên dụng khác. 

Khi thiết kế hoặc sửa đổi nội dung môn học trên lớp, Mathematica cho phép giáo 
viên tổ chức và thử nghiệm ngay những ý tưởng, từ đó phát triển thành các bài học thực tế. 
Mathematica hỗ trợ người dạy và người học không chỉ trong suốt khóa học mà cả quá trình 
phát triển nghề nghiệp của họ sau này. 
2.3. Áp dụng phương pháp tìm cực trị hàm số để tìm đại lượng max, min trong bài 
toán vật lí cùng với sự hỗ trợ của phần mềm Mathematica 

a) Bài toán cơ học 
Một viên gạch có khối lượng  trượt trên mặt phẳng nghiêng góc  so 

với phương nằm ngang. Hệ số ma sát giữa viên gạch và mặt phẳng nghiêng là . 
Tại thời điểm khảo sát, viên gạch đang trượt lên trên với vận tốc . Hỏi khoảng 
thời gian để viên gạch lên đến độ cao cực đại?  

* Bước 1: Xác định hàm và đối số của hàm. 
Gọi  là vị trí của viên gạch tại thời điểm khảo sát (gốc toạ độ  được chọn trùng 

với vị trí , ),  là vị trí cao nhất của viên gạch (có hoành độ ), khoảng thời gian 
cần tìm . Bài toán dẫn đến việc xác lập hàm .  
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* Bước 2: Xác lập các mối liên hệ cụ thể của các dữ kiện xuất phát và ẩn số phải tìm. 
Biểu diễn các mối liên hệ đó dưới dạng hàm và đối số. 

Xét bài toán đối với hệ quy chiếu gắn với Trái Đất, chọn hệ toạ trục toạ độ như 0. 
Các lực tác dụng lên viên gạch gồm trọng lực , phản lực của mặt phẳng nghiêng  và lực 

ma sát .  
Phương trình của định luật II Newton cho viên gạch: 

   (1) 
Chiếu phương trình (1) lên hai trục  ta được: 

   (2) 
   (3) 

Với , giải phương trình    (2) ta được: 

   (4) 
Ta thấy , viên gạch chuyển động chậm dần đều và dừng lại ở điểm cao nhất . 
Phương trình chuyển động của viên gạch trên trục  được xác định bởi biểu thức: 

 (5) 

* Bước 3: Tính toán và minh họa kết quả với sự hỗ trợ của phần mềm. 
+ Thời gian để viên gạch lên đến độ cao cực đại: 
Sử dụng các lệnh:  

 Biểu thức thời gian cần tìm:  

 

+ Minh họa kết quả: 
Kết quả chạy chương trình sẽ cho giao diện bảng như Hình 1. Với các giá trị vận tốc 

ban đầu , góc nghiêng , hệ số ma sát , kết quả thu được:  
 Thời gian để vật lên đến vị trí cao nhất là . 
 Vị trí của vật trên trục Ox là . 
 Gia tốc của vật là ax = -5,07m/s2. 
Để khảo sát với các giá trị khác, chỉ cần thay đổi các giá trị của vận tốc ban đầu, góc 

nghiêng, hệ số ma sát bằng cách nhập số liệu ở các ô hiển thị đại lượng tương ứng trên 
bảng, nhấn “Enter” trên giao diện sẽ hiển thị kết quả mới. 
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Hình 1. Mô hình khảo sát vật chuyển động lên trên mặt phẳng nghiêng với vận tốc ban 

đầu , góc nghiêng , hệ số ma sát  
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b) Bài toán điện trường do vật mang điện gây ra tại một điểm: 
Một vòng tròn làm bằng một dây dẫn mảnh bán kính  mang điện tích 

 và được phân bố đều trên dây. Tại điểm nào trên trục của vòng dây, cường độ 
điện trường có trị số cực đại? Tính trị số cực đại đó. 

* Bước 1: Xác định hàm và đối số của hàm.  
Gọi  là điểm trên trục của vòng dây mà tại đó cường độ điện trường có trị số cực 

đại, khoảng cách từ  đến tâm  của vòng dây là . Bài toán dẫn đến việc xác lập hàm 
. 

* Bước 2: Xác lập các mối liên hệ cụ thể của các dữ kiện xuất phát và ẩn số phải tìm. 
Biểu diễn các mối liên hệ đó dưới dạng hàm và đối số. 

Cường độ điện trường do vòng dây gây ra tại một điểm nào đó bằng tổng các cường 
độ điện trường  do các phần tử điện tích  nằm trên vòng dây gây ra. 

 
Hình 2. Vectơ cường độ điện trường  gây ra bởi phần tử điện tích  

Cường độ điện trường  do một phần tử điện tích  gây ra tại  được xác định 
như Hình 2,  có độ lớn:  

 (1) 

Với . 
Vectơ  có thể được phân tích làm hai phần: 

 (2) 

Do tính chất đối xứng nên các thành phần  triệt tiêu lẫn nhau, chỉ còn lại các 

thành phần  cùng phương, cùng chiều. Do đó:  

Hay: 
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 (3) 

Theo Hình 2 ta có:  

   (4) 

Khi đó: 

   (5) 

* Bước 3: Tính toán và minh họa kết quả với sự hỗ trợ của phần mềm. 
+ Khoảng cách  để  cực đại: 
Biểu thức  tìm được: 

 

Kết quả: 

 

+ Minh họa kết quả: 

 
Hình 3. Mô hình khảo sát điện trường gây ra bởi vòng dây tích điện 

Dien tich q
1

20000000

Ban kinh R 0.05

Khoang cach h 0.1

0.10 0.05 0.05 0.10
hm

100000

50000

50000

100000
EMVm

Dien tich q 
1

20000000
ms; Ban kinh R 0.05;

Khoang cach de EM cuc dai h 0.03536 m;
Gia tri cuc dai EM 69140.8 Vm;

Dien truong o khoang cach h 0.1mla E 32133.7 Vm
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Sử dụng đoạn lệnh sau: 

 
 

Kết quả chạy chương trình sẽ cho giao diện bảng như Hình 3.  
c) Bài toán dòng điện không đổi 

Cho mạch điện có sơ đồ như Hình 4. Cho ; ; biến trở có điện trở toàn 
phần ; ; ;  rất lớn. Phải để  ở vị trí nào để công suất tiêu 
thụ trong toàn biến trở là lớn nhất? Giá trị lớn nhất ấy bằng bao nhiêu. 

 
Hình 4. Sơ đồ mạch điện 

 

* Bước 1: Xác định hàm và đối số của hàm.  
Đặt , bài toán dẫn đến việc xác lập hàm . 
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* Bước 2: Xác lập các mối liên hệ cụ thể của các dữ kiện xuất phát và ẩn số phải tìm. 
Biểu diễn các mối liên hệ đó dưới dạng hàm và đối số. 

 và  mắc song song với nhau, điện trở tương đương của  và : 

 (1) 

Điện trở của mạch ngoài: 

 (2) 

Cường độ dòng điện qua mạch chính: 

  (3) 

Công suất tiêu thụ trên toàn biến trở: 

 (4) 

 * Bước 3: Tính toán và minh họa kết quả với sự hỗ trợ của phần mềm. 
+ Giá trị của  để công suất tiêu thụ trong toàn biến trở là lớn nhất: 
Giải phương trình vi phân bậc một: 

 

Kết quả 

 

Tiếp tục giải phương trình vi phân bậc hai: 
 

 

Kết quả thu được:  

Kết quả cho thấy khi  thì , do đó công suất tiêu thụ trên toàn 
biến trở cực đại khi . 

Giá trị lớn nhất: 
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+ Minh họa kết quả: 

 
Hình 5. Minh họa giá trị cực đại của công suất tiêu thụ trong toàn biến trở 

3. Kết luận 
Ngày nay toán học không còn là một ngành khoa học khô khan trừu tượng, nó đóng 

vai trò quan trọng không chỉ trong các ngành khoa học tự nhiên, mà cả nhiều ngành khoa 
học xã hội khác. Trong đó, có thể nói vật lí học và toán học có mối quan hệ mật thiết, 
không thể tách rời. Trên đây là một trong những ứng dụng của toán học vào vật lí. Thay vì 
trải qua các công thức trong vật lí, chúng ta có thể vận dụng phương pháp tìm cực trị của 
hàm số để tìm đại lượng max, min trong bài toán vật lí. Phần mềm Mathematica được sử 
dụng để thực hiện các tính toán và minh họa kết quả bài toán.    
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