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TÓM TẮT 

Trong những năm gần đây, việc mô tả vành thông qua lớp môđun hữu hạn sinh đang thu hút 

được nhiều sự chú ý của các nhà đại số. Cho R là một vành, bài báo này nhằm chứng minh rằng: R 

là vành noether (tương ứng artin) phải nếu và chỉ nếu mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là môđun 

noether (tương ứng artin) hoặc môđun ADS. Sử dụng kết quả này, chúng tôi đã chứng minh được 

rằng: một vành R là nửa đơn nếu và chỉ nếu mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là ADS. Bên cạnh đó, 

chúng tôi còn chứng minh rằng: vành R là SC phải nếu và chỉ nếu mọi R-môđun phải sinh bỏi 2 phần 

tử là ADS. Kết quả này là một mở rộng của một định lí của Rizvi: một vành R là SC phải nếu và chỉ 

nếu mọi R-môđun phải hữu hạn sinh là tựa liên tục.  

Từ khóa: artin; môđun; noether; vành 

 

1. Mở đầu 

Trong bài báo này, vành được hiểu là vành có đơn vị và môđun là môđun phải. Định 

lí nổi tiếng của Osofsky đã chỉ ra rằng: Một vành R là nửa đơn khi và chỉ khi mọi R-môđun 

cyclic là nội xạ (Nguyen, Dinh, Smith, & Wisbauer, 1994). Sau đó, Huynh và Rizvi đã chứng 

minh được rằng: Một vành R là noether phải nếu và chỉ nếu mọi R-môđun cyclic là tổng trực 

tiếp của một môđun xạ ảnh và một môđun Q, trong đó Q là một môđun nội xạ hoặc một 

môđun noether (Dinh, & Rizvi, 2008). Được thúc đẩy bởi kết quả này, bài báo sẽ chứng 

minh các kết quả sau: một vành R là noether (tương ứng artin) phải nếu và chỉ nếu mọi  

R-môđun sinh bởi 2 phần tử là môđun noether (tương ứng artin) hoặc môđun ADS. Năm 

1990, Rizvi và Yousif (Rizvi, & Yousif, 1990) đã đưa ra định nghĩa về vành SC phải và 

chứng minh được rằng: Một vành R là SC phải khi và chỉ khi mọi R-môđun kì dị hữu hạn 

sinh là tựa liên tục. Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng kết quả của Rizvi bằng định lí: 

Một vành R là SC phải nếu và chỉ nếu mọi R-môđun kì dị sinh bởi 2 phần tử là ADS. 

2. Kiến thức chuẩn bị 

Cho R là một vành và M là một R-môđun và N K  là môđun con của M. Môđun N 

được gọi là cốt yếu trong K, hay K là một mở rộng cốt yếu của N, kí hiệu eN K , nếu với 
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mọi môđun con L  của K sao cho 0N L =  thì 0L = . Môđun con C của M được gọi là 

đóng (trong M) nếu C không có mở rộng cốt yếu thực sự trong M, nghĩa là nếu tồn tại T M  

sao cho C cốt yếu trong T thì C=T. Cho N là môt môđun con của môđun M. Một môđun H 

của M được gọi là phần bù của N (trong M) nếu H là môđun tối đại (theo quan hệ bao hàm) 

sao cho 0N H = . Một môđun K của M được gọi là bù (trong M) nếu tồn tại môđun con 

N của M sao cho K là phần bù của N trong M. Khái niệm môđun ADS được đề xuất lần đầu 

tiên bởi Fuchs (Fuchs, 1970). Từ đó đến nay, môđun ADS đã được nghiên cứu bởi nhiều 

nhà đại số, chẳng hạn (Alahmadi, Jain, & Leroy, 2012), (Burgess, & Raphael, 1992). Một 

R-môđun M được gọi là ADS nếu với mỗi phân tích M S T=   và với mọi phần bù T’ của 

S trong M ta có 'M S T=  . Độc giả có thể xem thêm về môđun ADS trong (Alahmadi, 

Jain, & Leroy, 2012).  

Cho I và M là các R-môđun, I được gọi là M-nội xạ nếu với mọi đơn cấu :g K M→  

và với mọi đồng cấu :h K U→  tồn tại một đồng cấu ' :h M U→  sao cho 'h h g= . Một 

môđun M được gọi là nội xạ nếu M là RR -nội xạ, tựa nội xạ nếu M là M-nội xạ. Môđun M 

được gọi là CS nếu mọi môđun con đóng của M đều là hạng tử trực tiếp của M. Một môđun 

CS M được gọi là bán liên tục nếu tổng trực tiếp của hai hàng tử trực tiếp của M là một hạng 

tử trực tiếp của M, liên tục nếu mọi môđun con đẳng cấu với một hạng tử trực tiếp của M là 

một hạng tử trực tiếp của M. Độc giả có thể tham khảo thêm về môđun CS trong (Nguyen, 

Dinh, Smith, & Wisbauer, 1994). Một cách tổng quát ta có sơ đồ sau: nửa đơn/nội xạ  tựa 

nội xạ  liên tục  tựa liên tục ADS/CS. Chiều ngược lại nói chung không đúng. Hạng 

tử trực tiếp của môđun ADS (tương ứng CS/tựa nội xạ/liên tục/tựa liên tục) là ADS (tương 

ứng CS/tựa nội xạ/liên tục/tựa liên tục).  

Tổng của tất cả các môđun con đơn của một môđun M là được gọi là đế của M, kí hiệu 

là soc(M). Môđun M được gọi là nhúng hữu hạn nếu soc(M) là hữu hạn sinh và cốt yếu trong 

M. Môđun M được gọi là có chiều đều hữu hạn nếu không tồn tại một tổng trực tiếp vô hạn 

các môđun con khác không của M. Dễ dàng chứng minh được các môđun noether, artin, 

nhúng hữu hạn có chiều đều hữu hạn. 

3. Các kết quả chính 

3.1. Định lí 

Một vành R là noether phải khi và chỉ khi mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là môđun 

noether hoặc ADS. 

Chứng minh. Giả sử R là một vành noether phải. Khi đó mọi R-môđun hữu hạn sinh 

là noether. Do đó ta có chiều thuận. Giả sử mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là môđun noether 

hoặc ADS. Lấy M là một R-môđun cyclic. Khi đó T M R=   là một R-môđun sinh bởi 2 

phần tử. Theo giả thiết, T là noether hoặc ADS. Nếu T là môđun noether thì M cũng là 

môđun noether. Nếu T là môđun ADS thì M là R-nội xạ (Alahmadi, Jain, & Leroy, 2012). 
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Do đó mọi R-môđun cyclic là noether hoặc nội xạ. Suy ra R là vành noether phải (Dinh, & 

Rizvi, 2008). 

3.2. Định lí 

Một vành R là artin khi và chỉ khi mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là nhúng hữu hạn 

hoặc ADS. 

Chứng minh. Giả sử R là một vành artin. Khi đó mọi R-môđun hữu hạn sinh là artin. 

Do đó, ta có chiều thuận. Giả sử mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là nhúng hữu hạn hoặc 

ADS. Lấy N là một R-môđun cyclic và M là một môđun thương của một môđun con cyclic 

của N. Đặt T M R=  , theo giả thiết, T là môđun nhúng hữu hạn hoặc ADS. Nếu T là 

môđun nhúng hữu hạn thì T có chiều đều hữu hạn, do đó M cũng có chiều đều hữu hạn. Nếu 

T là môđun ADS thì M là nội xạ (Alahmadi, Jain, & Leroy, 2012). Như vậy, mọi môđun 

thương của mỗi môđun con cyclic của N là nội xạ hoặc có chiều đều hữu hạn. Do đó, mọi 

môđun thương của N có chiều đều hữu hạn (Nguyen, Generalized injectivity and chain 

conditions, 1992). 

Nếu mọi môđun thương khác 0 của N chứa một môđun con đơn thì N là môđun artin 

(Shock, 1974). Giả sử tồn tại môđun thương 0 K  của N sao cho K không chứa môđun con 

đơn. Lấy 0 xR  là một môđun con cyclic của K. Đặt H xR K=  . Theo giả thiết, H là 

môđun nhúng hữu hạn hoặc ADS. Do K không chứa môđun con đơn nên H là ADS. Suy ra 

xR là K-nội xạ (Alahmadi, Jain, & Leroy, 2012). Vì xR K nên xR là hạng tử trực tiếp của 

K (Anderson, & Fuller, 1973, mệnh đề 16.8). Suy ra mọi môđun con cyclic của K là hạng tử 

trực tiếp của K. Vì K có chiều đều hữu hạn nên K là môđun nửa đơn (Goodearl, 1972, Mệnh 

đề 1.22), mâu thuẫn. Do đó N là môđun artin. Như vậy mọi R-môđun cyclic là artin, nói 

riêng, R là vành artin. 

Vì mỗi môđun artin là một môđun nhúng hữu hạn nên ta có: 

3.3. Hệ quả 

Một vành R là artin khi và chỉ khi mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là môđun artin 

hoặc ADS. 

Một định lí nổi tiếng của Osofsky đã chỉ ra rằng: Một vành R là nửa đơn khi và chỉ khi 

mọi R môđun cyclic là nội xạ (Nguyen, Dinh, Smith, & Wisbauer, 1994). Vì môđun tựa nội 

xạ (tương ứng liên tục/tựa liên tục/CS/ADS) là mở rộng của môđun nội xạ, nên một câu hỏi 

đặt ra là: vành R có là nửa đơn nếu thay giả thiết nội xạ trong định lí của Osofsky thành tựa 

nội xạ (tương ứng liên tục/tựa liên tục/CS/ADS)? Câu trả lời là không (Levy, 1966). Vành 

R được xây dựng trong ví dụ của Levy không là noether, do đó không là nửa đơn dù mọi R-

môđun cyclic là tựa nội xạ. Tuy nhiên, ta có định lí sau: 

3.4. Định lí 

Một vành R là nửa đơn nếu và chỉ nếu mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là ADS.  

Chứng minh. Chiều thuận là hiển nhiên. Giả sử mọi R-môđun sinh bởi 2 phần tử là 

ADS, từ Hệ quả 2. 3 ta có R là artin. Suy ra ( )Rsoc R  là hữu hạn sinh và cốt yếu trong RR . 
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Nếu ( ) 0Rsoc R =  thì 0R = do đó R là nửa đơn. Nếu ( ) 0Rsoc R  , lấy S là một môđun con 

đơn khác 0 của RR . Theo giả thiết S R  là ADS. Do đó S là R-nội xạ (Alahmadi, Jain, & 

Leroy, 2012). Suy ra mọi môđun đơn của RR  là nội xạ. Vì ( )Rsoc R  là hữu hạn sinh nên 

( )Rsoc R  là nội xạ. Suy ra ( )Rsoc R  là hạng tử trực tiếp của R (Lam, 1999, mệnh đề 3.4). Vì 

( )Rsoc R  cốt yếu trong 
RR nên ( )Rsoc R R= , hay R là vành nửa đơn. 

3.5. Định nghĩa 

Cho R−môđun M, phần tử m M  được gọi là kì dị nếu tồn tại iđêan phải cốt yếu I 

của R sao cho 0mI = . Tập hợp tất cả các phần tử kì dị của M kí hiệu là Z(M). Môđun M 

được gọi là kì dị nếu ( )Z M M= , không kì dị nếu ( ) 0Z M = . 

Rizvi đã chứng minh được định lí sau (Rizvi, & Yousif, 1990): 

3.6. Định lí 

 Cho R là một vành, các mệnh đề sau tương đương: 

(1) Mọi R-môđun kì dị là nửa đơn 

(2) Mọi R-môđun kì dị hữu hạn sinh là tựa nội xạ 

(3) Mọi R-môđun kì dị hữu hạn sinh là liên tục 

(4) Mọi R-môđun kì dị hữu hạn sinh là tựa liên tục 

(5) R/I là môđun nửa đơn với mọi iđêan phải I cốt yếu trong R . 

3.7. Định nghĩa 

Một vành R được gọi là SC phải nếu R thỏa mãn một trong các điều kiện của  

Định lí 2.6.  

Chúng tôi sẽ mở rộng kết quả của Rizvi bằng: 

3.8 Định lí 

Một vành R là SC phải nếu và chỉ nếu mọi R-môđun kì dị sinh bởi 2 phần tử là ADS.  

Chứng minh. Chiều thuận đã được chứng bởi Rizvi. Giả sử mọi R-môđun kì dị sinh 

bởi 2 phần tử là ADS. Lấy M là một R-môđun cyclic. Dễ dàng chứng minh được lớp các 

môđun kì dị là đóng với phép lấy môđun thương, môđun con, tổng các môđun. Do đó sử 

dụng lại kĩ thuật chứng minh trong Định lí 2.3 ta có M là môđun nửa đơn. Lấy N là một R-

môđun kì dị bất kì. Khi đó 
x N

N xR


= , trong đó các môđun xR  là nửa đơn. Suy ra N là nửa 

đơn. Như vậy, mọi R-môđun kì dị là nửa đơn, do đó R là vành SC phải. 

 

❖ Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

For the last few decades, characterizing rings in terms of finitely generated modules has 

become a topic of research for many algebraists. Let R be a ring, the aim of this paper is to prove 

the theorems: R is right noetherian (respectively artinian) if and only if every 2-generated right R-

module is noetherian (respectively artinian) or an ADS module. Using this result, we proved that a 

ring R is semi-simple if and only if every 2-generated R-module is ADS. In addition, we also proved 

that a ring R is right SC if and only if every 2-generated R−module is ADS. This result generalizes 

a theorem of Rizvi which states that a ring R is right SC if and only if every finitely generated right 

R-module is quasi-continuous.       

Keywords: artinian; modules; noetherian; rings 

 


