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TÓM TẮT 

Tính chính quy nghiệm cho phương trình elliptic tựa tuyến tính là một trong những bài toán 
đang được nghiên cứu sôi nổi hiện nay bởi nhiều tác giả, bằng nhiều phương pháp khác nhau. Để 
khảo sát bài toán này, một phương pháp mới được đề xuất gần đây liên quan đến bất đẳng thức hàm 
phân phối trên các tập mức thông qua toán tử cực đại cấp phân số. Phương pháp này hiệu quả và 
có thể ứng dụng cho nhiều lớp phương trình đạo hàm riêng khác nhau. Các điều kiện đủ để chứng 
minh được bất đẳng thức hàm phân phối là điểm mấu chốt để thu được đánh giá Lorentz trong 
phương pháp này. Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một chứng minh ngắn cho bất đẳng thức hàm 
phân phối trên tập mức, dựa trên một điều kiện đủ chung cho hai điều kiện đủ được đề xuất trong 
bài báo gần đây (Nguyen, & Tran, 2021a). 

Từ khóa: đánh giá gradient; bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức; Không gian Lorentz; 
phương trình p-Laplace 
 
1. Giới thiệu  

Bài toán đánh giá gradient cho nghiệm của phương trình đạo hàm riêng thu hút được 
sự quan tâm của nhiều nhà toán học trong thời gian gần đây. Đây là bài toán liên quan đến 
tính chính quy nghiệm, một trong những tính chất có ý nghĩa quan trong khi nghiên cứu về 
phương trình đạo hàm riêng. Cho đến nay, có khá nhiều phương pháp và kĩ thuật được các 
nhà toán học sử dụng để nghiên cứu đánh giá gradient cho nghiệm của các phương trình đạo 
hàm riêng, từ dạng phương trình cụ thể trong nhiều ngành khoa học khác nhau, đến các lớp 
phương trình được tổng quát hóa trong toán học. Trong đó, có thể kể đến các phương pháp 
đánh giá tính chính quy nghiệm cổ điển, dựa trên các bất đẳng thức Hölder, bất đẳng thức 
Poincaré, bất đẳng thức Sobolev và các định lí nhúng Sobolev, được trình bày khá phổ biến 
trong nhiều tài liệu tham khảo về phương trình đạo hàm riêng. Các phương pháp này đánh 
giá được tính chính quy của nghiệm yếu phương trình đạo hàm riêng trong không gian các 
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hàm khả tích Lesbegue, không gian Sobolev. Bên cạnh đó, sự phát triển liên tục và mạnh mẽ 
của lĩnh vực giải tích điều hòa gần đây đã mở ra một số hướng nghiên cứu mới cho bài toán 
khảo sát tính quy nghiệm cho phương trình đạo hàm riêng. Đặc biệt, lí thuyết của Calderón-
Zygmund hoặc tính bị chặn của các toán tử cực đại như toán tử Hardy-Littlewood được sử 
dụng như một công cụ hữu hiệu để thu được tính chính quy nghiệm của phương trình đạo 
hàm riêng. Ngoài ra, còn khá nhiều phương pháp với kĩ thuật khác nhau bằng cách thông 
qua toán tử Riesz của De Gorgi hoặc sử dụng bổ đề phủ Vitali, có thể kể đến một số tác giả 
nổi bật như L. Caffarelli (Caffarelli, & Peral, 1998), G. Mingione (Acerbi, & Mingione, 
2001), (Mingione, 2010, 2011), S.-S. Byun (Byun, & Wang, 2004, 2007, 2008, 2012).  

Trong một số bài báo gần đây (Tran, & Nguyen, 2019a, 2019b, 2020), (Nguyen, & 
Tran, 2020), các tác giả đã sử dụng kĩ thuật good-λ, được đề xuất đầu tiên bởi G. Mingione 
(Mingone, 2001), để chứng minh đánh giá gradient cho phương trình elliptic tựa tuyến tính 
dưới tác động của toán tử cực đại cấp phân số αM . Cần nhấn mạnh rằng toán tử cực đại cấp 

phân số có liên quan mật thiết đến đạo hàm cấp phân số và một số thế vị như thế vị Riesz và 
thế vị Wolff (xem các bài báo (Mingione, 2010, 2011)), vốn đang được sử dụng một cách 
hữu hiệu khi nghiên cứu tính chất nghiệm của phương trình đạo hàm riêng gần đây. Mối liên 
hệ với đạo hàm cấp phân số còn có thể mang lại thông tin hữu ích khi nghiên cứu tính chính 
quy nghiệm trong không gian Sobolev bậc không nguyên, của nhiều lớp phương trình đạo 
hàm riêng.  

Dựa trên ý tưởng của kĩ thuật good-λ, các tác giả sau đó đã đưa ra một phương pháp 
mới liên quan đến các bất đẳng thức hàm phân phối tác động lên tập mức của các số hạng 
chứa nghiệm và dữ liệu, dưới tác động của toán tử cực đại cấp phân số trong (Nguyen, & 
Tran, 2021a). Cụ thể, tác giả đưa ra hai điều kiện đủ cho hai hàm đo được ,   (đặc trưng 
cho nghiệm và dữ liệu của phương trình đạo hàm riêng) để chứng minh được bất đẳng thức 
so sánh trong không gian Lorentz ( ),q sL Ω  dưới dạng   

( ) ( ), , .q s q sL L
Cα αΩ Ω

≤ M M  

Phương pháp này sau đó được áp dụng hiệu quả cho nhiều bài toán khác nhau, bao 
gồm phương trình elliptic tựa tuyến tính (Nguyen, & Tran, 2021a), bài toán obstacle 
(Nguyen, & Tran, 2020b, 2021b), bài toán pha kép (Tran, & Nguyen, 2021), bài toán chứa 
số hạng Schödinger (Tran, Nguyen, & Nguyen, 2021).  

Để chứng minh bất đẳng thức hàm phân phối, hai điều kiện đủ trong (Nguyen, & Tran, 
2021a) dựa trên sự tồn tại của một hàm đo được, thỏa mãn bất đẳng thức Hölder ngược hoặc 
thuộc không gian locL∞ . Tuy nhiên, chúng tôi nhận thấy rằng hai điều kiện đủ này có thể được 

thu gọn trong cùng một điều kiện chung thông qua một lớp hàm thỏa mãn bất đẳng thức 
Hölder ngược. Từ ý tưởng trên, trong bài báo này, chúng tôi chứng minh lại một kết quả thu 
gọn hơn trong (Nguyen, & Tran, 2021a) về bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức. Từ 
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đó suy ra đánh giá so sánh trong không gian Lorentz. Kết quả này có thể ứng dụng cho bài 
toán chính quy nghiệm của nhiều lớp phương trình đạo hàm riêng như trong nhiều bài báo 
được công bố gần đây.  
2. Một số định nghĩa và giả thiết cho điều kiện đủ  
 Trong mục này, chúng tôi giới thiệu một số định nghĩa và kí hiệu được sử dụng trong 
toàn bài báo. Từ đó, chúng tôi đưa ra các giả thiết chính cho điều kiện đủ để xây dựng bất 
đẳng thức hàm phân phối trên tập mức. 
Định nghĩa 1.1. Cho 0 nα≤ ≤  và ( )1 n

locf L∈  . Khi đó toán tử cực đại cấp phân số fαM  

của f  được định nghĩa như sau:  
 

 ( )
( )( ) ( )

( )0

1sup ,    n
n

B x

f x f y dy x
B x

ρ

α
α

ρ ρ

ρ
>

= ∈∫ M


, (2.1) 

trong đó kí hiệu ( )n E  là độ đo Lebesgue của tập E trong n
 . 

Định nghĩa 1.2. Cho 0 nα≤ ≤  và ( )1 n
locf L∈  . Ta định nghĩa hai toán tử cực đại chặt cụt 

của hàm f  ở cấp 0r >  như sau: 
 

 ( )
( )( ) ( )

( )0

1supr
n

r B x

f x f y dy
B x

ρ

α
α

ρ ρ

ρ
< <

= ∫
M  (2.2) 

và 
 

 ( )
( )( ) ( )

( )

1sup .r
n

r B x

f x f y dy
B x

ρ

α
α

ρ ρ

ρ
>

= ∫
Τ  (2.3) 

Định nghĩa 1.3. Cho B ⊂ Ω , ta kí hiệu ( )Q B  là lớp các bộ ba hàm ( ), ,ϕ ψ  xác định trên 

B  sao cho tồn tại hằng số 1c ≥  thỏa mãn các đánh giá sau trên B :  
  ( ) ( ) ( ),    ,    .c c cϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ≤ + ≤ + ≤ +      (2.4) 

Định nghĩa 1.4. Cho 1γ >  và ( )( )1
2loc rLϕ υ∈ Ω , 0r >  và nυ∈  trong đó chúng tôi kí hiệu 

( ) ( )2 2r rBυ υΩ = ∩Ω . Hàm ϕ  được gọi là thuộc vào lớp Ho ̈lder ngược ( )( )r
γ υΩ  nếu 

tồn tại ( ), 0C C n γ= >  sao cho 

 

 
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )2

1

2

1 1

r r

n n
r r

x dx C x dx
γ

γ

υ υ

ϕ ϕ
υ υΩ Ω

 
≤    Ω Ω 

∫ ∫ 
. (2.5) 

Định nghĩa 1.5. Với 0 0r >  cố định, hai hàm ,   được gọi là thỏa mãn điều kiện (A1) với 

số 0 (1, ]γ ∈ +∞  cho trước nếu với mọi υ∈Ω , ( ]00; / 2r r∈ , ta có thể tìm được hai hàm đo 
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được ,ϕ ψ  xác định trên ( )2r υΩ sao cho ( ) ( )( )2, , rQϕ ψ υ∈ Ω  với hằng số 1c ≥ , 

( )( )0
r

γϕ υ∈ Ω  và đánh giá sau luôn đúng với mọi ( )0;1ε ∈ : 

  ( ) ( )
( )( )

( )
( )2 2

.
r r r

x dx x dx c x dxε
υ υ υ

ψ ε
Ω Ω Ω

≤ +∫ ∫ ∫   (2.6) 

Chúng tôi nhấn mạnh rằng điều kiện (2.6) trên đây được xem là thu gọn của hai điều 
kiện (A21) và (A22) trong bài báo (Nguyen & Tran, 2021a) vì với giả thiết (2.4) và (2.6) 
(cũng chính là điều kiện (A21)) trong trường hợp 0γ = +∞ , ta có thể dễ dàng chứng minh 

được điều kiện (A22) được thỏa mãn. 
Định nghĩa 1.6. Hai hàm ,   được gọi là thỏa mãn điều kiện (A2) nếu có hằng số C  
dương sao cho: 
  ( ) ( ) .x dx C x dx

Ω Ω

≤∫ ∫   (2.7) 

Định nghĩa 1.7. Cho 0 nα≤ ≤  và ( )1 n
locL∈  . Khi đó hàm phân phối trên các tập mức 

của hàm  , kí hiệu là dα
 , được định nghĩa là hàm phân phối (theo nghĩa thông thường) của 

hàm αM . Cụ thể hơn, với mọi 0λ ≥ , ta đặt 

  ( ) ( ) ( )( ); : ; ; ,nd d
α

α
αλ λ λΩ = Ω = ∩Ω    M   (2.8) 

với ( );α λ   xác định bởi: 

( ) ( ){ }; : : .nx xα αλ λ= ∈ >  M  

Ta dùng kí hiệu ( );c
α λ   cho phần bù của ( );α λ   trong n

 , nghĩa là : 

( ) ( ){ }; : .c nx xα αλ λ= ∈ ≤  M  

Bất đẳng thức hàm phân phối trong kết quả chính được chứng minh dựa trên bổ đề sau 
đây, được biết đến như một dạng của bổ đề phủ Vitali. 
Bổ đề 1.8.(Caffarelli & Peral, 1998) Xét hai tập con đo được ⊂   của Ω . Giả sử có hai 
hằng số ( )0;1ε ∈  và ( ]00;r r∈  sao cho 

i) ( ) ( )( )0n n
rBε≤   ; 

ii) với mọi ξ ∈Ω  và ( ]0;rρ ∈ , nếu ( )( ) ( )( )n nB Bρ ρξ ε ξ∩ >    thì ( )ρ ξΩ ⊂ . 

Khi đó tồn tại hằng số dương ( ) 0C C n= >  sao cho  ( ) ( )n nCε≤    . 

Bổ đề 1.9. (Nguyen, & Tran, 2021a, Lemma 3.3) Với mỗi 1s ≥  và 0, n
s

α  ∈  
, tồn tại số 

( , , ) 0C C n sα= >  sao cho bất đẳng thức sau đúng 
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 ( ) 1

( )
; ( ) ,s n

ns
n n s

L
d Cα αλ λ− −≤



   (2.9) 

với mọi 0λ >  và ( )s nL∈  . 

Định nghĩa 1.10. Cho 0 q< < ∞  và 0 s< ≤ ∞ . Không gian Lorentz ( ),q sL Ω  là tập hợp các 

hàm f  đo được trên Ω  sao cho ( ),q sL
f

Ω
< ∞ , với ( ),q sL Ω

  được định nghĩa như sau: 

( ) ( ),

1

0

: ;q s

s s
q q

fL

df q d λλ λ
λ

∞

Ω

 
 = Ω  

 
∫ ,      0 s< < ∞ , 

và trong trường hợp s = ∞  thì:  ( ) ( ),

1

0
: sup ;q

q q
fL

f d
λ

λ λ∞ Ω
>
 = Ω  . 

 3. Các kết quả chính  
Bổ đề 3.1. Cho [ )0, nα ∈  và ( )1, ;L +∈ Ω    thỏa mãn điều kiện (A2) và , >0ε λ  sao cho: 

  ( )1; .C cα εε λ− ∩Ω ≠ ∅   (3.10) 

Khi đó, tồn tại hằng số ( ), 0C C n α= >  sao cho: 

 

 ( )
1

1; ,

n
n n n

nn nd C c diam
αγ αγ α

α γ γ
εε λ ε

− − −− +
−

   
Ω ≤ Ω      
   

  (3.11) 

trong đó, kí hiệu ( ) ,: sup ( , )x ydiam d x y∈ΩΩ =  là đường kính của miền Ω .  

Chứng minh. Nhờ vào bất đẳng thức (2.9) trong Bổ đề 1.9 và đánh giá (2.7), ta có: 

( ) ( )
1 1

, ,; .

n n
n nn n n

n n n
n nd C x dx C x dx

α ααγ αγ αγ
α γ γ γ

α αε λ ε λ ε λ
− −− −− − −

− − −

Ω Ω

        
   Ω ≤ ≤                     

∫ ∫     

Nhờ vào giả thiết (3.1) ta sẽ tìm được một phần tử 0z ∈Ω  sao cho ( ) 1
0z cα εε λ−≤M . Hơn 

nữa, từ định nghĩa của toán tử cực đại cấp phân số αM , ta sẽ có  

( )
( )( ) ( )

( )
( )

00 0

1
0 0 0 0

0

1 ,
D

n n n
n n nn

B zD

x dx C D x dx C D z C D c
B z

α α
α εε λ− − −

Ω

≤ ≤ ≤∫ ∫  


M  

với 0D  là đường kính của Ω . Từ hai bất đẳng thức trên ta dễ dàng suy ra   

1
1

, 0;

n
n n n

nn n
nd C c D

αγ αγ α
α γ γ

α εε λ ε
− − −− +

−
   
Ω ≤      
   

 . 

Như vậy ta đã hoàn thành chứng minh Bổ đề 3.1.        
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Bổ đề 3.2. Cho [ )0, nα ∈  và ( )1 ;L +∈ Ω   cùng với , 0,  λ ρ ξ> ∈Ω  sao cho: 

  ( ) ( ); .C
α ρλ ξ∩Ω ≠∅   (3.12) 

Khi đó với mọi ( )00;ε ε∈  với 0ε  đủ nhỏ sao cho 0 3
n

n n
αγ
γ

ε
−

−

>   ta có: 

 
 ( )

( )
( )

2
; ; .

B

n n
n nd d

ξρ

αγ αγ
α αγ γ

ρ ρξ ε λ ξ ε λ
− −

− −   
Ω ≤ Ω      
   

 χ  (3.13) 

Chứng minh. Với mọi ( )Bρζ ξ∈  ta có thể biểu diễn toán tử cực đại cấp phân số αM  như 

là giá trị lớn nhất của hai toán tử chặt cụt của hàm   ở mức 0ρ >  đã được định nghĩa ở 
Định nghĩa 1.2 như sau: 
  ( ) ( ) ( ){ }max ; .ρ ρ

α α αζ ζ ζ=  M M T  (3.14) 

Hơn nữa, giả thiết (3.3) giúp ta tìm được phần tử ( )1z ρ ξ∈Ω  và ( )1zα λ≤M . Khi đó ta dễ 

dàng kiểm tra được bao hàm thức sau: 
( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 1 ,r r r rB B B z B zρ ρζ ξ+ +⊂ ⊂ ⊂  với mọi r ρ≥ . 

Từ đó, ta có thể đánh giá ρ
α T  bằng cách làm trội tích phân của   trên ( )rB ζ  bởi tích phân 

trên của chính nó trên tập ( )3 1rB z  như sau: 

 

 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

3 1

3 1

3 1

3 1

1
3 1

1sup

1sup

13 sup 3 3 3 .

r

r

r

n
r r B

n
r

n n
r r r B z

n n n
n

r r B z

r x dx
B

B z
r x dx

B B z

r x dx z
B z

ρ α
α

ρ ζ

α

ρ

αα
α

ρ

ζ
ζ

ζ

λ

≥

≥

−

≥

=

≤

≤ ≤ ≤

∫

∫

∫

 





 

 


T

M

 (3.15) 

Mặt khác, với (0; )r ρ∈  tùy ý ta lại có ( ) ( )2( )r rB B Bρ ρζ ξ ξ+⊂ ⊂  nên suy ra ( )2B ρ ξ≡ χ  

trên tập ( )rB ζ  và hơn nữa 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
20 0

1 1sup sup .
r r

Bn n
r rr rB B

r y dy r y dy
B B ρ

α α
ξ

ρ ρζ ζζ ζ< ≤ < ≤
=∫ ∫ 

 
χ  

Nói cách khác, ta có ( ) ( ) ( )
2

)B ρ

ρ ρ
α α ξζ ζ= M M (χ . Như vậy ta có thể viết lại (3.5) dưới dạng 

như sau: 

( ) ( )( )( ) ( ){ }2
max ; .B ρ

ρ ρ
α α αξζ ζ ζ=  M M Tχ  

Kết hợp với (3.6), ta có: 
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  ( ) ( )( )( ){ } ( )
2

max ;3 , .n
B B

ρ

ρ
α α ρξζ ζ λ ζ ξ≤ ∀ ∈ M M χ  (3.16) 

Cuối cùng, từ (3.7) có thể rút ra rằng với mọi ε  sao cho 3
n

nn
αγ
γε
−

−
>  ta sẽ có: 

 
 ( ) ( )( )( ) ( )

2
; : .

n n
n n

B ρ

αγ αγ
ργ γ

α ρ α ρξε λ ξ ζ ζ ε λ ξ
− −

− −    ∩Ω = ∈Ω > ∩Ω         
  M χ  (3.17) 

Từ (3.8) có thể suy ra (3.4) và ta hoàn thành chứng minh Bổ đề 3.2.    

Bổ đề 3.3. Xét ( ] ( ]0 01; , 1, , 0; nγ γ γ α
γ

 
∈ +∞ ∈ ∈ 

 
 và hai hàm ,   thỏa mãn điều kiện (A1) 

với số ( ]0 1,γ ∈ +∞ . Khi đó với mọi ε  sao cho 3
n

nn
αγ
γε
−

−
> , thỏa mãn 

( ) ( );C
α ρλ ξ∩Ω ≠∅   và ( ) ( )1; ,C cα ε ρε λ ξ− ∩Ω ≠ ∅   

với ξ ∈Ω  và , 0ρ λ >  thì ta sẽ có bất đẳng thức sau đây: 
 

 ( ); .

n
n n n

n nn nd C C

γ
αγ αγ αγ

α γ γ
ρ ξ ε λ ε ρ ερ

−− − −− −   
Ω ≤ =      
   

  (3.18) 

Ở đây, hằng số C  chỉ phụ thuộc vào , ,n α γ  và c . 

Chứng minh. Nếu ( )2B ρ ξ ⊂ Ω  thì ta chọn 2R ρ=  và υ ξ= . Ngược lại, nếu 

( )2
CB ρ ξ ∩Ω ≠ ∅  thì ta chọn 4R ρ=  và υ∈∂Ω  sao cho ( ); 2distξ υ ξ ρ− = ∂Ω ≤ . Theo 

cách chọn R  và υ  như trên, ta luôn có ( ) ( )2 RB Bρ ξ υ⊂ . Nhờ vậy, ta có thể đánh giá vế trái 

của (3.9) bằng cách áp dụng Bổ đề 3.2 với 3
n

nn
αγ
γε
−

−
>  và sử dụng tính chất của bộ ba hàm 

, ,ϕ ψ  thỏa mãn ( )c ϕ ψ≤ +  trong Định nghĩa 1.5 với 1c ≥  như sau: 

 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

1 1

; ;

; ; .
2 2

BR

B BR R

n n
n n

n n
n n

d d

c cd d

υ

υ υ

αγ αγ
α αγ γ

ρ χ ρ

αγ αγ
α αγ γ
χ ϕ ρ χ ψ ρ

ξ ε λ ξ ε λ

ξ ε λ ξ ε λ

− −
− −

− −− −− −

   
Ω ≤ Ω      
   

   
≤ Ω + Ω      

   

 

 

  

(3.19
) 

Để tiếp tục đánh giá hai biểu thức ở vế phải của (3.10), ta sử dụng Bổ đề 1.9 lần lượt với 
1s =  và 1s γ= > . Đầu tiên ta viết lại đánh giá (3.10) dưới dạng biểu thức có chứa trung 

bình tích phân như sau:  
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( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

1;

1 .

R

R

n
nn

nn
n n

R Bn

n
n

n
n n

R Bn

cd C R x dx
B

cC R x dx
B

ααγ
α γ

ρ αγ
υγ

γ αγ

γ

αγ
υγ

ξ ε λ ψ
υ

ε λ

ϕ
υ

ε λ

−−
−

−
−

−

−
−

    Ω ≤       

  
  +      

∫

∫





 



 (3.20) 

Giả thiết 0
2( ( ))R

γϕ υ∈ Ω  có thể viết lại thành bất đẳng thức sau: 

 

 
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

1

0

0

22

1 1 .
R R

n n
R RB B

x dx C x dx
B B

γ

γ

υ υ

ϕ ϕ
υ υ

 
  ≤
 
 

∫ ∫ 
 (3.21) 

Với 01 γ γ< ≤ , áp dụng bất đẳng thức H"𝑜𝑜"  ̈lder ta có đánh giá: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )( )( )
00 0 0

0 00 0

1
1

1 ,
R R R R

n
R

B B B B

x dx x dx dx x dx B

γ γ γ
γγ γ γ γ

γ γ γγ γ γ

υ υ υ υ

ϕ ϕ ϕ υ
−

−−
     
     ≤ =
     
     

∫ ∫ ∫ ∫   

và từ đó dẫn đến 
 

 
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

1

0

0

1

1 1 .
R R

n n
R RB B

x dx x dx
B B

γ

γ
γ γ

υ υ

ϕ ϕ
υ υ

   
   ≤
   
   

∫ ∫ 
 (3.22) 

Từ (3.12) và (3.13) ta có  
  

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

2

2 2

2

2 2

1 1

1 1

R R

R R

n n
R RB B

n n
R RB B

x dx C x dx
B B

C c x dx c x dx
B B

γ

γ

υ υ

υ υ

ϕ ϕ
υ υ

ψ
υ υ

   
   ≤
   
   

 
 ≤ +
 
 

∫ ∫

∫ ∫ 

 


 

 
(3.23) 

Mặt khác, từ giả thiết ta có thể tìm được ( )1 2,z z ρ ξ∈Ω  thỏa mãn ( )1zα λ≤M  và 

( ) 1
2z cα εε λ−≤M . Bên cạnh đó, ta có dãy các tập lồng nhau sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 1 3 2 4 1 4 2R R R R R RB B B z B z B z B zρ ρυ υ + +⊂ ⊂ ∩ ⊂ ∩ . 

Từ đó dẫn đến đánh giá: 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )2 22 4

1 12
R R

n
n n

R RB B

x dx x dx
B Bυ υυ υ

≤∫ ∫ 
 

 

                                                   ( ) ( )( )12 4 2 .n nR x z Rα α
α λ− −≤ ≤M  
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Tức là ta đã có bất đẳng thức sau: 
 

 
( )( ) ( )

( )22

1 2 .
R

n
n

R B

x dx R
B

α

υ

λ
υ

−≤∫ 
 (3.24) 

Một cách tương tự, ta có 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )2 22 4

1 12
R R

n
n n

R RB B

x dx x dx
B Bυ υυ υ

≤∫ ∫ 
 

 

 ( ) ( )( )12 4 2 .n nR x z Rα α
α κλ− −≤ ≤M  

Nghĩa là ta đánh giá được 
 

 
( )( ) ( )

( )22

1 2 .
R

n
n

R B

x dx R
B

α

υ

κλ
υ

−≤∫ 
 (3.25) 

Dựa vào đánh giá (2.6), (3.15), (3.17) ta suy ra: 
 

 
( )( ) ( )

( )
( )1 11 2 2 ,

R

n n
n

R B

x dx c c R R
B

α α
ε ε

υ

ψ ε ε λ ε λ
υ

− − + −≤ + =∫
 (3.26) 

với mọi ( )0;1ε ∈ . Từ (3.10), (3.14), và (3.17) ta rút ra kết luận: 

 ( ) ( ) ( )( )1 2 1; 2 2 1
n n n

n n n nn n nd C c R C c R
αγ γ

α γ α αγ
ρ ξ ε λ σ ε σ ε

−
−

− −− −
 
Ω ≤ + +  
 

  . 

Chọn ε  để 3
n

nn
αγ
γε
−

−
>  và ( )1 0;cεε ε− ∈  thì ta thu được (3.9). Như vậy ta đã hoàn thành 

chứng minh Bổ đề 3.3.            

Định lí 3.4. Cho ( ] ( ]0 01; , 1, , 0; nγ γ γ α
γ

 
∈ +∞ ∈ ∈ 

 
 và hai hàm ( )1, ;L +∈ Ω    thỏa mãn 

các điều kiện (A1) với số 0γ  và (A2). Khi đó tồn tại ( )0 0;1ε ∈  sao cho  

 
 ( ) ( )1; ; ; ,

n
nd C d d c
αγ

α α αγ
εε λ ε λ ε λ

−
−

−
 
Ω ≤ Ω + Ω  
 

    (3.27) 

với mọi 0λ >  và ( )00;ε ε∈ . 

Chứng minh. Đầu tiên ta sẽ chứng minh bất đẳng thức sau đây: 
 

 ( ) ( )( )1; ; ; .
n

n C nn c C
αγ
γ

α α ε αε λ ε λ ε λ
−

−
−

  
∩ ∩Ω ≤ ∩Ω      

         (3.28) 

Để tiến hành, ta cần sử dụng Bổ đề 1.8 với hai tập con của Ω  được định nghĩa như sau: 

( )1: ; ;
n

Cn c
αγ
γ

α α εε λ ε λ
−

−
−

 
= ∩ ∩Ω  

 
       và   ( ): ; .α λ= ∩Ω   
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Ta sẽ chứng minh hai tập này thỏa các điều kiện i) và ii) của Bổ đề 1.8. Đầu tiên ta thấy 
(3.19) hiển nhiên đúng nếu   rỗng, do đó ta chỉ xét trường hợp khi ≠ ∅ . Nhờ bất đẳng 
thức (3.2) trong Bổ đề 3.1 mà ta sẽ có i), cụ thể là: 
  

( ) ( )( ) ( )( )
1

1; 0 0 .

n
nn n

n n nn n
r rd C c B B

ααγ αγ
α γ γ

εε λ ε ε ε
− −− −

− −
−

    
 ≤ Ω ≤ ≤           

     
(3.29) 

Tiếp theo, điều kiện ii) sẽ được chứng minh bằng phản chứng. Cụ thể, ta giả sử
( ) ,C

ρ ξΩ ∩ ≠ ∅  với ξ ∈Ω  và ( ]0;rρ ∈  và sẽ chỉ ra rằng: 
  ( )( ) ( )( ).n n

ρ ρξ ε ξ∩ ≤      (3.30) 

Thực vậy, không mất tính tổng quát có thể giả sử ( )ρ ξ∩ ≠ ∅  . Sử dụng kết quả (3.9) 

trong Bổ đề 3.3, ta có đánh giá sau: 

( )( ) ( )( )
1

n n
nn n n

n nn nC

γ
ααγ αγ αγ

γ γ
ρ ρξ ε ε ε ξ

−
− −− − −− −

 
      ∩ ≤ +             
 

      

 
                                ( ) ( )( ) ( )( )

1
.

n
n n nC γ α

ρ ρε ε ξ ε ξ
+

−
 

= + ≤ 
  

     (3.31) 

Trong (3.20) và (3.22) ta thấy rằng ( )
1

1

n
n nn

nn
ααγ

γ αγε ε ε
− −− +−

−
  
  =     

 và 1cε > . Do đó các bất 

đẳng thức này đúng cho mọi ( )00;ε ε∈ , với 0ε  đủ nhỏ để ( )
0 1

n
nC γ αε − <  và 0 3 .

n
nn

αγ
γε
−

−
>  Vậy 

theo Bổ đề 1.8 ta có: ( ) ( )n nCε≤    , hay (3.19). Mặt khác, ta lại có nhận xét 

( )( )1; ;
n

n c
αγ
γ

α α εε λ ε λ
−

−
−

 
∩Ω = ∪ ∩Ω  

 
     , thay vào (3.19) ta được: 

( ) ( )1; ; ; .
n

nd C d d c
αγ

α α αγ
εε λ ε λ ε λ

−
−

−
 
Ω ≤ Ω + Ω  
 

    

Vậy ta đã hoàn thành phép chứng minh Định lí 3.4.      
Định lí 3.5. Cho 0 (1, ]γ ∈ ∞  và hai hàm ( )1, ;L +∈ Ω    thỏa mãn (A1) và (A2). Khi đó 

nếu 0γ < ∞  thì với mọi 
0

0, nα
γ

 
∈ 
 

, 0

0

0 nq
n

γ
αγ

< <
−

 và 0 s< ≤ ∞  ta có: 
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( ) ( ), , .q s q sL Lα α∈ Ω ⇒ ∈ Ω M M   

Nếu 0γ = ∞  thì mệnh đề trên đúng với mọi [ )0,nα ∈ , 0 q< < ∞  và 0 s< ≤ ∞ .    

Chứng minh. Để chứng minh mệnh đề trên ta có thể chứng minh tồn tại một hằng số 
( )0, , , ,C C n q sγ α=  dương sao cho: 

  ( ) ( ), , .q s q sL L
Cα αΩ Ω

≤ M M  (3.32) 

Đầu tiên ta xét trường hợp 0γ < ∞ . Nhờ vào Định lí 3.4, ta tìm được 0 0ε >  đủ nhỏ sao cho 

với mọi ( )00,ε ε∈  và  0λ > , có: 

 
 ( ) ( )

0

0 1; ; ; .
n

nd C d d c
αγ
γα α α

εε λ ε λ ε λ
−

−
−

 
Ω ≤ Ω + Ω  
 

    (3.33) 

Do 0λ >  tùy ý nên ta có thể đổi biến λ  thành δλ  và lúc này chuẩn của  αM  trong không 

gian Lorentz ( ),q sL Ω  có thể viết lại dưới dạng: 

 
 ( ) ( ),

0

; ,    0.q s

s
s s q q
L

dq dα
α

λδ λ δλ δ
λ

∞

Ω
 = Ω ∀ > ∫ M  (3.34) 

Nhờ vào (3.24) và (3.25), ta có:  
 

 

( )

( ) ( )

( )

0 0

0 0
,

0 0

0 0

0

0
,

0

1

0 0

;

; ;

q s

q s

s
sn n q

s n nq
L

s sn ns ss
n nq qq qq

sn s
sn q
L

dq d

d dC q d C q d c

C C

αγ αγ
γ γα

α

αγ αγ
γ γα α

ε

αγ
γ

α

λε λ ε λ
λ

λ λε ε λ λ ε λ ε λ
λ λ

ε ε ε

− −∞− −

Ω

− −∞ ∞− −
−

−
−

Ω

    
= Ω            

   
  ≤ Ω + Ω         

   

 
= +  

 

∫

∫ ∫

M

M



 



 ( ) ( )

0

0
,

1 .q s

sn
sn

L
c

αγ
γ

ε αε
−

− −−
Ω

 
  
 

M 

  (3.35) 

  

Với 0 s< < ∞  và 0

0

0 nq
n

γ
αγ

< <
−

 , ta có thể chọn ( )00,ε ε∈  trong (3.26) sao cho 

 
0

0

1
1 .
2

ns
q nC

αγ
γε

 −
− 

  ≤  

Từ đó, suy ra bất đẳng thức (3.23). Tiếp theo ta xét trường hợp nếu 0γ = ∞ . Sử dụng Định lí 

3.4, ta cũng chứng minh được bất đẳng thức hàm phân phối sau: 

( ) ( ) ( )1; ; ; , 0, .
n

nd C d d c
αγ

α α αγ
εε λ ε λ ε λ γ

−
−

−
 
Ω ≤ Ω + Ω ∀ ∈ ∞  
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Khi đó, với mọi 0 s< < ∞  và 0 q< < ∞  , ta chọn 1γ >  sao cho: 
1 1

q n
α

γ
< + . Thực hiện các 

bước chứng minh như trên, ta cũng chứng minh được bất đẳng thức (2.3). Vậy ta đã được 
(3.23) trong trường hợp 0 s< < ∞ . Chứng minh hoàn toàn tương tự cho trường hợp .s = +∞  
Như vậy ta đã hoàn thành chứng minh Định lí 3.5.   
 4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã cải tiến chứng minh của bất đẳng thức hàm phân phối 
trên tập mức dựa trên việc thu gọn giả thiết trong điều kiện đủ được đưa ra trong các bài báo 
trước đây. Kết quả này có thể nâng cao khả năng ứng dụng của phương pháp, khi vận dụng 
vào bài toán chính quy nghiệm của các phương trình đạo hàm riêng. 

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 

 Lời cảm ơn: Bài báo này được tài trợ bởi Bộ Giáo dục và Đào tạo, đề tài cấp Bộ, Trường 
Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh, mã số B2021-SPS-01-T. 
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ABSTRACT 

The regularity of solutions to quasi-linear elliptic equations is one of the most interesting 
topics of research for many mathematicians with different methods. A new method has been 
established to study this problem, via level-set inequalities on fractional maximal distribution 
functions. This method is very efficient and able to apply to many classes of partial differential 
equations. The sufficient conditions to build the level-set inequalities are key to obtain the Lorentz 
estimates in this method. In this article, we give a short proof for the level-set inequalities on 
fractional maximal distribution functions, which is based on one sufficient condition instead of two 
in a paper by Nguyen and Tran (2021a). 

Keywords: gradient estimates; level-set inequalities on distribution functions; Lorentz spaces; 
p-Laplace equations 


	1. Giới thiệu
	2. Một số định nghĩa và giả thiết cho điều kiện đủ
	3. Các kết quả chính
	Chứng minh. Với mọi  ta có thể biểu diễn toán tử cực đại cấp phân số  như là giá trị lớn nhất của hai toán tử chặt cụt của hàm  ở mức  đã được định nghĩa ở Định nghĩa 1.2 như sau:
	Hơn nữa, giả thiết (3.3) giúp ta tìm được phần tử  và . Khi đó ta dễ dàng kiểm tra được bao hàm thức sau:
	Chứng minh. Nếu  thì ta chọn  và . Ngược lại, nếu  thì ta chọn  và  sao cho . Theo cách chọn  và  như trên, ta luôn có . Nhờ vậy, ta có thể đánh giá vế trái của (3.9) bằng cách áp dụng Bổ đề 3.2 với  và sử dụng tính chất của bộ ba hàm

	với mọi  và .
	Chứng minh. Đầu tiên ta sẽ chứng minh bất đẳng thức sau đây:

	4. Kết luận

