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TÓM TẮT 
Cho F  là một trường và A  là một ma trận trong nhóm tuyến tính đặc biệt trên trường F . 

Khi F  là trường số phức  , Hou (2021) đã chỉ ra rằng A  có thể phân tích được thành tích của 
nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Trong bài báo này, chúng tôi mở 
rộng kết quả trên trong trường hợp F  là trường có vô hạn phần tử. Cụ thể, chúng tôi chứng minh 
được rằng mọi ma trận không vô hướng trong nhóm tuyến tính đặc biệt trên trường có vô hạn phần 
tử đều có thể phân tích được thành tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma trận lũy đơn  
chỉ số 2 .  

Từ khóa: giao hoán tử; ma trận không vô hướng; ma trận lũy đơn chỉ số 2 ; nhóm tuyến tính 
đặc biệt; trường vô hạn 
 
1. Giới thiệu 
 Phân tích một ma trận thành tích của các ma trận có tính chất đặc biệt (như ma trận lũy 
đơn hoặc ma trận đối hợp) là một chủ đề thú vị của nhiều nghiên cứu và có nhiều ứng dụng 
trong các lĩnh vực khác nhau.  

Cho F  là một trường, ( )GLn F  và ( )SLn F  lần lượt là nhóm tuyến tính tổng quát và 

nhóm tuyến tính đặc biệt bậc n  trên trường F . Một ma trận lũy đơn chỉ số k  là một ma 

trận A  thỏa mãn ( ) 0− =k
nA I  trong đó nI  là ma trận đơn vị của ( )GLn F . Khi F  là trường 

số phức  , Fong và Sourour (1986) đã chứng minh được rằng mọi ma trận trong nhóm 
( )SL n  là một tích của ba ma trận lũy đơn (không có điều kiện ràng buộc về chỉ số). Trong 

bài báo (Wang & Wu, 1991) đã đưa ra một kết quả mạnh hơn rằng mọi ma trận trong nhóm 
( )SL n  là một tích của nhiều nhất bốn ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 

                                                 
Cite this article as: Le Quang Truong (2022). Decomposing matrices on an infinite field into commutators of 
unipotent matrices of index 2. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 19(8), 1387-1392. 
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 Một ma trận ( )GL∈ nA F  được gọi là ma trận đối hợp nếu ma trận nghịch đảo của A  

là chính nó, tức là, 2 = nA I . Kí hiệu [ ] 1 1, − −=X Y XYX Y  là giao hoán tử của hai ma trận X  

và Y . Phân tích các ma trận thành các giao hoán tử của các ma trận có các tính chất đặc biệt 
cũng là một chủ đề dành được nhiều sự quan tâm của các nhà toán học hiện nay. Trong 
(Zheng, 2002), tác giả đã chứng minh rằng nếu F  là trường số phức hoặc trường số thực, 
mọi ma trận trong ( )SLn F  là tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma trận đối hợp. 

Một kết quả khác trong bài báo gần đây Tran, Truong, Nguyen và Mai (2022) đã chỉ ra rằng 
nếu F  là một trường chứa ít nhất ba phần tử và n  là một số nguyên dương lớn hơn 1, mọi 
ma trận trong ( )SLn F  là một tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma trận đối hợp.  

Trong bài báo (Hou, 2021), tác giả đã chứng minh rằng khi = F , mọi phần tử trong 
nhóm ( )SL n  có thể phân tích được thành tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma 

trận lũy đơn chỉ số 2 . Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng kết quả trên trong trường hợp 
F  là trường có vô hạn phần tử.  
Một ma trận ( )SLnA F∈  được gọi là ma trận vô hướng nếu tồn tại phần tử Fλ∈ sao cho 

nA I= λ , ngược lại, ta gọi A  là ma trận không vô hướng. Chúng tôi chứng minh được định 

lí sau đây. 
Định lí 1.1. Cho F  là trường có vô hạn phần tử và n  là số nguyên dương lớn hơn 1. Khi 
đó, mọi ma trận không vô hướng trong nhóm tuyến tính đặc biệt ( )SLn F  có thể phân tích 

được thành tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 
Nếu F  là trường đặc số 2  thì một ma trận là ma trận lũy đơn chỉ số 2  khi và chỉ khi 

nó là ma trận đối hợp. Do đó, theo (Tran et al., 2022) ta có nếu F  là trường có đặc số 2  thì 
mọi ma trận trong nhóm ( )SLn F  có thể phân tích được thành tích của nhiều nhất hai giao 

hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Vì vậy, trong bài báo này, chúng tôi chỉ xem xét 
trường hợp F  là trường có vô hạn phần tử và có đặc số khác 2 . 

Trong phần còn lại của bài báo này, ta quy ước rằng trường F  là trường có vô hạn 
phần tử và có đặc số khác 2 ; ( )σ A  là kí hiệu tập hợp tất cả các giá trị riêng của  

ma trận A .  
2. Kết quả chính 
Nhận xét 2.1. (Hou, 2021) Cho G  là một nhóm ma trận và k  là một số nguyên dương. Khi 
đó, ∈A G  là một tích của k  giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2  khi và chỉ khi 
mọi ma trận đồng dạng của A  cũng là một tích của k  giao hoán tử của các ma trận lũy đơn 
chỉ số 2 . 
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Cho A  là ma trận cỡ ×m m  và B  là ma trận cỡ ×n n . Kí hiệu 0
0

 
⊕ =  

 

A
A B

B
 là ma 

trận cỡ ( ) ( )+ × +m n m n . Dễ thấy, với mọi A , ′A  là các ma trận cỡ ×m m  và B , ′B  là các 

ma trận cỡ ×n n  ta luôn có: 
0 0 0

0 0 0
′ ′    

=    ′ ′    

AA A A
BB B B

. 

Hơn nữa ( )det det det⊕ = ⋅A B A B . 

Nhận xét 2.2. (Hou, 2021) Cho F  là một trường. Khi đó, nếu ( )SL∈ mA F  là một tích của 

k  giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2  và ( )SL∈ nB F  một tích của l  giao hoán 

tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2  thì ( )SL +⊕ ∈ m nA B F  là tích của { }max ;k l  giao hoán 

tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 
Bổ đề 2.3. Ma trận 

2

2

0
,  

0
λ

λ−

 
 
 

với 2 1λ ≠ − , 

là một giao hoán tử của hai ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 
Chứng minh. Hiển nhiên, bổ đề đúng với 2 1λ = . Nếu 2 1λ ≠ ± , với mọi ∈a F ,  

2

20
λ

λ−

 
 
 

a
  và   

2

2

0
0
λ

λ−

 
 
 

, 

là hai ma trận đồng dạng với nhau. Mặt khác, ta lại có 

 ( )
1

12 1 1 1

2

2 1 2 1
2 2 21 1 1 1=   

1 2 1 20 00
1 1 1 1

λ λ λ λ
λ λ λ λ λλ λ λ λ

λ λλ λλ
λ λ λ λ

−

−− − −

−

+ +   
    −    − − − −        + +− −          − − − −   − − − −   

 , 

là một giao hoán tử của hai ma trận  
2 1

1 1
1 2
1 1

λ λ
λ λ
λ
λ λ

+ 
 − −=  

+ − − − − 

A   và  
12

0
λ

λ

− 
=  − 

B . 

Dễ thấy A  và B  là các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Từ Nhận xét 2.1 suy ra ma trận  
2

2

0
,  

0
λ

λ−

 
 
 

 với 2 1λ ≠ − , 

cũng là một giao hoán tử của hai ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 
Chúng ta sẽ sử dụng định lí dưới đây được đưa ra bởi Sourour (1986) để chứng minh 

cho kết quả chính. 
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Định lí 2.4. (Sourour, 1986) Cho A  là một ma trận vuông cấp ×n n  khả nghịch không vô 

hướng trên trường F , jb  và jc  ( )1≤ ≤j n  là các phần tử của F  sao cho 
1

detA
=

=∏
n

j j
j

b c . 

Khi đó, tồn tại các ma trận B  và C  cấp ×n n  với các giá trị riêng lần lượt là 1 2, ,..., nb b b  

và 1 2, ,..., nc c c  sao cho =A BC . Hơn nữa, B  và C  có thể được chọn để B  là ma trận tam 

giác dưới và C  là ma trận tam giác trên. 
Cuối cùng, chúng ta sẽ kết thúc bằng việc chứng minh Định lí 1.1. 
Chứng minh Định lí 1.1.  

Trường hợp 1: n  là số chẵn. Ta đặt 2=n k  với *∈k . Vì trường F  có vô hạn phần 
tử nên ta có thể chọn 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2, , , ,..., ,− − −
k ka a a a a a  là n  phần tử đôi một phân biệt trên trường 

F . Từ Định lí 2.4 suy ra ta có thể chọn các ma trận B  và C  sao cho =A BC  và 

( ) ( ) { }2 2 2 2 2 2
1 1 2 2, , , ,..., ,σ σ − − −= = k kB C a a a a a a . 

Do đó, B  và C  chéo hóa được và đồng dạng với ma trận chéo 
2

1
2

1
2

2 2
2

2 2
1

2

2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

−

−
−

=

−

 
 
 
 

  
=   

  
 
 
 
 

⊕









      





k
i

i i

k

k

a
a

a
a

a
a

a
a

. 

Từ Bổ đề 2.3, Nhận xét 2.1 và Nhận xét 2.2 suy ra B  và C  đều là giao hoán tử của 
các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Do đó, A  có thể  phân tích được thành một tích của nhiều 
nhất hai giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 

Trường hợp 2: n  là số lẻ. Ta đặt 2 1= +n k  với *∈k . Vì trường F  có vô hạn phần 
tử nên ta có thể chọn 2 2 2 2 2 2

1 1 2 21, , , , ,..., ,− − −
k ka a a a a a  là n  phần tử đôi một phân biệt trên F . 

Từ Định lí 2.4 suy ra ta có thể chọn các ma trận B  và C  sao cho =A BC  và 

( ) ( ) { }2 2 2 2 2 2
1 1 2 21, , , , ,..., ,σ σ − − −= = k kB C a a a a a a . 

Do đó, B  và C  chéo hóa được và đồng dạng với ma trận chéo 
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[ ]

2
1

2
1

2 2
2

2 2
12

2

2

1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−

− −
=

−

 
 
 
 
     = ⊕      
 
 
 
  

⊕











       





k
i

i i

k

k

a
a

a a
a a

a
a

. 

Từ Bổ đề 2.3, Nhận xét 2.1 và Nhận xét 2.2 suy ra B  và C  đều là giao hoán tử của 
các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Do đó, A  có thể phân tích được thành một tích của nhiều nhất 
hai giao hoán tử của các ma trận lũy đơn chỉ số 2 . 
3. Kết luận 

Cho F  là trường có vô hạn phần tử và n  là số nguyên dương lớn hơn 1. Khi đó, 
chúng tôi chứng minh được rằng mọi ma trận không vô hướng trong nhóm tuyến tính đặc 
biệt ( )SLn F  có thể phân tích được thành một tích của nhiều nhất hai giao hoán tử của các 

ma trận lũy đơn chỉ số 2 . Chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu với trường hợp ma trận vô hướng 
và trường hợp trường F  có hữu hạn phần tử. Trường hợp F  là trường hữu hạn lại liên quan 
tới nhiều bài toán mở khác. Ví dụ nếu F  là trường hữu hạn có đặc số 2  thì mỗi ma trận lũy 
đơn chỉ số 2  cũng là một ma trận đối hợp. Như vậy, việc phân tích một ma trận thành tích 
của các giao hoán tử của ma trận lũy đơn chỉ số 2 đồng nghĩa với việc phân tích ma trận đó 
thành tích của các giao hoán tử của các ma trận đối hợp. Vẫn còn là một câu hỏi mở liệu một 
ma trận trong ( )2SLn   có thể phân tích được thành một tích của hai giao hoán tử của ma 

trận đối hợp hay không? (xem Tran et al. (2022)). Chúng tôi hi vọng sẽ có câu trả lời cho 
trường hợp này. 

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 Let F  be a field and A  a matrix in the special linear group over F . Hou (2021) has shown 
that if F  is the field of complex numbers, A  can be decomposed into a product of two commutators 
of unipotent matrices of index 2 . In this paper, we will extend the above result for the case when F  
is an infinite field. Particularly, we will prove that every nonscalar matrix over an infinite field can 
be decomposed into a product of at most two commutators of unipotent matrices of index 2 .  
 Keywords: commutator; infinite field; nonscalar matrix; special linear group; unipotent 
matrices of index 2  
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