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TÓM TẮT 

Mục tiêu chính của bài báo này là chứng minh sự tồn tại và duy nhất của nghiệm Renormalized 
không âm của phương trình Parabolic liên kết với toán tử phi tuyến, với các hàm dữ liệu thuộc L1. 
Kĩ thuật được sử dụng trong quá trình chứng minh là thiết lập bài toán xấp xỉ bằng cách chặt cụt 
các hàm dữ liệu, sự hội tụ của hàm chặt cụt và các đánh giá để có được nghiệm Renormalized. 
 Từ khóa: tồn tại; phương trình parabolic phi tuyến; nghiệm renormalized; duy nhất 
 
1. Giới thiệu 

Toán tử Fractional Laplace và toán tử phi địa phương được nhiều nhà toán học quan 
tâm trong những năm gần đây. Toán tử này xuất hiện một cách tự nhiên trong nhiều lĩnh vực 
khác nhau như kĩ thuật, cơ học điện tử, xử lí ảnh, lí thuyết trò chơi, động lực học quần thể, 
hiện tượng chuyển pha, quá trình ngẫu nhiên Levy trong lí thuyết xác suất, có thể xem trong 
(Applebaum, 2004; Caffarelli, 2012; Caffarelli & Silvestre, 2007; Caffarelli & Valdinoci, 
2011; Metzler & Klafter, 2004). Toán tử phi địa phương p - Laplace ( )s

p−∆  đã được nghiên 
cứu trong (Alibaud et al., 2010; Karlsen et al., 2011), hơn nữa trường hợp phương trình dạng 
Parabolic đã được nghiên cứu trong (Leonori et al., 2015). Các phương trình đạo hàm riêng 
liên kết với loại toán tử nói trên với dữ liệu có tính trơn kém thu hút nhiều nhà toán học 
nghiên cứu, chẳng hạn như dữ liệu thuộc 1L  (xem trong (Alibaud et al., 2010)) hoặc dữ liệu 
là độ đo Radon (xem trong (Petitta, 2016)). Do đó, việc nghiên cứu về sự tồn tại nghiệm cho 
phương trình đạo hàm riêng liên kết với các toán tử kể trên là cần thiết, quan trọng. Mục tiêu 
chính của bài báo này là chứng minh sự tồn tại và duy nhất nhiệm Renormalized của phương 
trình Parabolic dạng phi tuyến liên kết với toán tử phi địa phương  , với các dữ liệu có tính 
trơn kém được giới thiệu sau đây. 

Giả sử rằng Ω  là miền bị chặn trong N
  với biên Lipschitz ∂Ω , T  là hằng số dương. 

Trong bài báo này, chúng tôi xét phương trình Parabolic dạng phi tuyến như sau: 
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C

u u f x t

u x t x t T
u x u x x

+ = ∈Ω
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  (1.1) 

trong đó, (0, )T TΩ = Ω× , CΩ  là phần bù của Ω  trong N
 , 0 1s p N< < < < , các hàm dữ 

liệu f  và 0u  là các hàm đo được không âm thỏa 
1( )Tf L∈ Ω  và 1

0 ( )u L∈ Ω .  (1.2) 

Toán tử , ,
0 0: ( ) ( )s p s pX X ∗Ω → Ω  xác định bởi 

2 )1, [ ][ ] (( ) ( ) ( ) ( ) , )d( d
2

) (pw x w y w x w y xv x yvw v Ky x y
Ω

−= − − −∫∫


  

với mỗi ,
0, ( )s pw v X∈ Ω , trong đó ( ) \ ( )N N C C

Ω = × Ω ×Ω  , ,
0 ( )Ωs pX  được giới thiệu ở 

phần sau, nhân : N NK × →    thỏa mãn các điều kiện: 
(K1) K  là hàm đo được; 
(K2) K  là hàm đối xứng, tức là ( , ) ( , )K x y K y x= , với mọi , Nx y∈ ;  

(K3) Tồn tại hằng số 1Λ >  sao cho 1 ( , ) N spK x y x y +−Λ ≤ − ≤ Λ , với mọi , Nx y∈ . 
Để thuận tiện cho các chứng minh và định nghĩa, từ đây ta kí hiệu  
d ( , )d dK x y x yν = . 

Ta định nghĩa không gian ,
0 ( )s p

TΩ  là họ các hàm đo được ( ]: 0,Nu T× →   sao 

cho ,
0( ) (0, ; ( ))p s p

kT u L T X∈ Ω , với mọi 0k > ; ở đây kT  là hàm chặt cụt tại 0k ≥  xác định 
bởi: với mỗi z∈  thì 

{ }{ }
sign( ). khi ,

( ) min ,max ,
khi .k

z k z k
T z k z k

z z k

 ≥= − = 
≤

 

Hàm kT  có một nguyên hàm là :k +Θ →   xác định bởi 
2

2
0

/ 2 khi ,
( ) ( )

(2 ) / 2 khi .

z

k k

z z k
z T d

k z k z k
ξ ξ

 ≤Θ = = 
− ≥

∫  

Dễ dàng chứng minh được rằng 0 ( )k z k z≤ Θ ≤ , với mọi z∈ . Để thuận tiện, ta kí hiệu 

[ ]2( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )pU x y u x u y u x u yξ ξ ξ ξ ξ−= − − . 

Định nghĩa 1.1. Hàm , 1
0 ( ) ( 0, ( ))[ ],s p

Tu C T LΩ ∩ Ω∈  là nghiệm Renormalized của phương 

trình (1.1) nếu các điều kiện sau đây thỏa 

(i) 
{ }

1

( , , ):( ( , ), ( , ))

lim ( , ) ( , ) d d 0
h

p

h
x y t u x t u y t R

u x t u y t tν−

→∞
∈

− =∫∫∫ , 

với { }{ 2( , ) : 1 max | |,| |hR u v h u v= ∈ + ≤  và { }(min | |,| |u v h≤  hoặc }0)uv < . 
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(ii) Với mọi 1( )TCϕ∈ Ω  với 0ϕ =  trên (0, )C TΩ × , ( , ) 0Tϕ ⋅ =  trên Ω , với mọi 
1, ( )S W ∞∈   thuộc lớp 1C  sao cho S ′  có giá compact và thỏa 

0
0

( ) ( ,0)d ( ) d d
T

tS u x x S u x tϕ ϕ
Ω Ω

− −∫ ∫ ∫

0

1 ( , , )[( ( ) )( , ) ( ( ) )( , )]d d
2

T

U x y t S u x t S u y t tϕ ϕ ν
Ω

′ ′+ −∫ ∫∫
 0

( ) d d
T

f S u x tϕ
Ω

′= ∫ ∫ . (1.3) 

Sau đây là kết quả chính của bài báo. 
Định lí 1.2. Dưới giả thiết (1.2), phương trình (1.1) có duy nhất nghiệm Renormalized không âm. 
2. Kiến thức chuẩn bị và các kết quả chính 
2.1. Không gian hàm Fractional Sobolev 

Với mỗi [1, ]p∈ ∞ , ta định nghĩa không gian Sobolev cấp phân số như sau: 

,
( )/

( ) ( )( ) ( ) : ( , ) : ( )s p N p N s p N N
p N sp p

u x u yW u L D u x y L
x y +

 − = ∈ = ∈ × 
−  

     

là không gian Banach với chuẩn là 

,

1/

( )
( ) d ( , ) d ds p N

N N N

p
pp s

pW
u u x x D u x y x y

×

 
= +  
 
∫ ∫∫



  

. 

Không gian , ( )s pX Ω  là lớp các hàm ( )pu L∈ Ω  mà ( , ) ( )s p
pD u x y L Ω∈   với chuẩn 

,

1/

( )
( ) d ( , ) d ds p

p
pp s

pX
u u x x D u x y x y

Ω

Ω
Ω

 
= +  
 
∫ ∫∫



. 

Tiếp theo, ta kí hiệu ,
0 ( )s pX Ω  là không gian các hàm , ( )s pu X∈ Ω  và triệt tiêu hầu 

khắp nơi trên CΩ . Với mọi ,
0 ( )s pu X∈ Ω  thì 0u =  hầu khắp nơi trên CΩ , ta có 

( , ) d d
N N

ps
pD u x y x y

×
∫∫

 

( ) 1( , ) d d 2 d d
C

p ps
p N spD u x y x y u x y x

x y +
Ω×Ω Ω Ω

= +
−∫∫ ∫ ∫ . 

Kết quả sau đây có trong Bổ đề 6.1 của (Di Nezza et al., 2012), ta có 
1 d

C

sp
N

N sp y C
x y

−

+
Ω

≥ Ω
−∫ , 

với hằng số ( , , )C C N s p= . Mặt khác, theo bất đẳng thức Poincare ta có 

( )
( , ) d dp

pp s
pL

u C D u x y x y
Ω

Ω
≤ ∫∫



. 

Do đó tồn tại hằng số dương ( , , , )C C N s p= Ω  sao cho với mọi ,
0 ( )s pu X∈ Ω  thì 

, ( )
( , ) d d ( , ) d ds p

p pps s
p pX

D u x y x y u C D u x y x y
Ω Ω

Ω
≤ ≤∫∫ ∫∫

 

. 

Do đó, ta có chuẩn tương đương với chuẩn trên không gian ,
0 ( )s pX Ω  là 
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,
0

1/1/

( )

( ) ( )
( , ) d d d ds p

pp p
ps

p N spX

u x u y
u D u x y x y x y

x y
Ω Ω

+Ω

   −
= =      −   
∫∫ ∫∫
 

. 

Tiếp theo, ta giới thiệu về không gian có biến thời gian ,
0(0, ; ( ))p s pL T X Ω  là không 

gian gồm tất cả các hàm số ( )p
Tu L∈ Ω  thỏa ,

0(0, ; ( ))s ppL T X
u

Ω
 hữu hạn với 

,
0

1/

(0, ; ( ))
0

( , ) ( , )
d d ds pp

ppT

N spL T X

u x t u y t
u x y t

x y
Ω

+Ω

 −
=  
 − 
∫ ∫∫


. 

Không gian ,
0(0, ; ( ))p s pL T X Ω  cùng với chuẩn ,

0(0, ; ( ))s ppL T X Ω
⋅  là không gian Banach, 

có không gian đối ngẫu là ,
0(0, ; ( ) )p s pL T X′ ∗Ω , với p′  là số mũ liên hợp Holder của p . 

2.2. Sự tồn tại nghiệm yếu 
Ta chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu (1.1) với dữ liệu ban đầu đủ trơn. Để đơn giản 

cho các chứng minh, ta kí hiệu ,
0(0, ; ( ))p s pE L T X= Ω  và ,

0(0, ; ( ) )p s pE L T X′∗ ∗= Ω . 

Bổ đề 2.1. Dưới giả thiết 2
0 ( )u L∈ Ω  và f E∗∈ , phương trình (1.1) có duy nhất nghiệm yếu, 

tức là, 2([0, ]; ( ))u E C T L∈ ∩ Ω  với tu E∗∈  và 

0 0 0

, d , d d d
T T T

tu t u t f x tϕ ϕ ϕ
Ω

+ =∫ ∫ ∫ ∫  (2.1) 

với mọi 0 ( )TCϕ ∞∈ Ω . 

Chứng minh. Lấy n∈  thỏa n T> . Đặt / (0,1)h T n= ∈ . Ta kí hiệu hf  là trung bình 
Steklov của f  xác định bởi 

1( , ) ( , )d
t h

h
t

f x t f x
h

ξ ξ
+

= ∫  hầu khắp nơi ( , ) Tx t ∈Ω . 

Với mỗi k∈ , ta xét bài toán rời rạc theo biến thời gian sau 

1( ) ( ) ( ) ( , ( 1) ), ,

( ) 0, .

k k
k h

C
k

u x u x u x f x k h x
h

u x x

−− + = − ∈Ω

 = ∈Ω


 (2.2) 

Với 1k = , xét phiếm hàm :F W → , với , 2
0 ( ) ( )s pW X L= Ω ∩ Ω , xác định bởi 

( )2
0

1 1( ) ( ) d ( ) ( ) d ,0 ,
2 2

p
hF u u u x u x u y f u

h p
ν

ΩΩ

= − + − − ⋅∫ ∫∫


, u W∈ . 

Theo Định lí 1.5.6 trong (Badiale & Serra, 2011), vì phiếm hàm F  liên tục, cưỡng bức và 
lồi ngặt nên F  tồn tại duy nhất điểm cực tiểu trên W , gọi điểm cực tiểu đó là 1u W∈ . 

Với mỗi 2k ≥ , thực hiện tương tự ta thu được ku W∈  là nghiệm của phương trình 
(2.2). Khi đó, với mọi hàm thử Wϕ∈ , ta có 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 21, Số 5 (2024): 785-799 
 

789 

1 d , d ( , ( 1) ),k k
k h

u u x u x f k h
h

ϕ ϕ ϕ−

Ω Ω

−
+ = ⋅ −∫ ∫  . (2.3) 

Với mọi /h T n= , ta định nghĩa nghiệm xấp xỉ như sau 

0 ( ), 0,
... ...

( , ) ( ), ( 1) ,
... ...
( ), ( 1) .

h j

n

u x t

u x t u x j h t jh

u x n h t nh T

 =

= − < ≤


 − < ≤ =

 

Với mỗi k∈  và (( 1) , ]t k h kh∈ − , trong (2.3) ta cho kuϕ =  dẫn đến 

2[ ( , )] dhu x t x C
Ω

≤∫   và   
0

1 ( , ) ( , ) d d
2

T
p

h hu x u y Cξ ξ ν ξ
Ω

− ≤∫ ∫∫


, 

với 0C >  độc lập với h . Từ đây thu được đánh giá 2(0, ; ( ))h hL T L E
u u C∞ Ω

+ ≤ . Khi đó tồn 

tại dãy con của { }h hu  (vẫn kí hiệu tương tự) sao cho 

hu  hội tụ yếu-∗  về u  trong 2(0, ; ( ))L T L∞ Ω  và hu  hội tụ yếu về u  trong E . 

Ta chọn tùy ý 0 ( )TCϕ ∞∈ Ω  là hàm thử trong (2.3) ta thu được 

0 0 0

( , ) ( , )( , ) d d , d d , d
T T T

h h
x t h x tu x t x t u x t f t

h
ϕ ϕ ϕ ϕ

Ω Ω

+ −
− + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , (2.4) 

với h  đủ nhỏ. Trong (2.4), cho n →∞  thì 0h +→ , dẫn đến 

0 0 0

d d , d d , d
T T T

tu x t u x t f tϕ ϕ ϕ
Ω Ω

− + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Từ đẳng thức trên ta được tu E∗∈  và (2.1) thỏa. Ngoài ra, với 2(0, ; ( ))u E L T L∞∈ ∩ Ω  nên 

ta có thể kết luận 2([0, ]; ( ))u E C T L∈ ∩ Ω . Vậy u  là nghiệm yếu của phương trình (1.1). 
Gọi u  và v  là hai nghiệm yếu của phương trình (1.1). Kí hiệu 

2( , , ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]pV x y v x v y v x v yξ ξ ξ ξ ξ−= − −  với ( , ), ( , ) Tx yξ ξ ∈Ω . 
Khi đó w u v= −  là nghiệm yếu của phương trình 

0, ( , ) ,
( , ) 0, ( , ) (0, ),
( ,0) 0, .

t T
C

w u v x t
w x t x t T
w x x

+ − = ∈Ω


= ∈Ω ×
 = ∈Ω

 

 

Chọn w  là hàm thử cho phương trình trên và nhân 2  hai vế, ta được 

[ ]2

0

( ) [ ( , , ) ( , , )]
t

w t dx U x y V x yξ ξ
ΩΩ

+ −∫ ∫ ∫∫


 

[ ]( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) d d 0u x u y v x v yξ ξ ξ ξ ν ξ× − − − = , hầu khắp nơi (0, )t T∈ . 
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Vì hai số hạng của vế trái là không âm, nên ta có u v=  hầu khắp nơi trên TΩ . ☐ 
2.3. Sự tồn tại nghiệm Renormalized 

Đặt 0 ( ) ( )n n Tf T f L∞≤ = ∈ Ω  và 0 00 ( ) ( )n nu T u L∞≤ = ∈ Ω . Suy ra 0( , )n nf u → 0( , )f u  

mạnh trong 1 1( ) ( )TL LΩ × Ω , 1 1( ) ( )T T
n L L

f f
Ω Ω

≤  và 1 1( ) ( )n L L
u u

Ω Ω
≤ . Ta xét phương trình 

xấp xỉ của (1.1) như sau 

0

( ) , ( , ) ,

( , ) 0, ( , ) (0, ),
( ,0) ( ), .

n t n n T

C
n

n n

u u f x t

u x t x t T
u x u x x

+ = ∈Ω


= ∈Ω ×
 = ∈Ω



 (2.5) 

Theo Bổ đề 2.1, phương trình (2.5) có duy nhất nghiệm yếu nu . Dãy { }n nu  là dãy tăng và 

không âm (theo nguyên lí so sánh). Ta chứng minh { }n nu  có một dãy con hội tụ về hàm đo 
được u  thích hợp, cũng chính là nghiệm Renormalized cho phương trình (1.1). Để thuận 
tiện cho các chứng minh, ta kí hiệu  

2( , , ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]p
n n n n nU x y u x u y u x u yξ ξ ξ ξ ξ−= − − . 

Bổ đề 2.2. Tồn tại , 1
0 ( ) ( 0, ( ))[ ],s p

Tu C T LΩ ∩ Ω∈  sao cho nu  hội tụ hầu khắp nơi về u  trên TΩ .  

Chứng minh. Lấy ,m n∈  và (0, ]t T∈ , chọn 1 (0, )( )n m tT u uϕ χ= − , theo (2.1), ta được 

1 1
0 0

( ) , ( ) d , ( ) d
t t

n m t n m n m n mu u T u u u u T u uτ τ− − + − −∫ ∫    

1 (0, )
0

( ) ( ) d d
T

n m n m tf f T u u x tχ
Ω

= − −∫ ∫ . (2.6) 

Số hạng thứ hai của (2.6) là không âm. Thật vậy, ta có 

1
0

, ( ) d
t

n m n mu u T u u τ− −∫   1 1
0 0

, ( ) d , ( ) d
t t

n n m m n mu T u u u T u uτ τ= − − −∫ ∫   

[ ]1 1
0

1 [ ( , , ) ( , , )]. ( )( , ) ( )( , ) d d
2

t

n m n m n mU x y U x y T u u x T u u yτ τ τ τ ν τ
Ω

= − − − −∫ ∫∫


. 

Theo định lí giá trị trung bình, ta có  

( )( )1 1 1( )( , ) , ( )[( )( , ) ( )( , )]n m n m nm n m n mT u u x T u u y T u u x u u yτ τ ξ τ τ′− − − = − − − . 

Cùng với 1 0T ′ ≥ , ta có số hạng thứ hai của (2.6) là số không âm. Do đó  

1 1 (0, )
0 0

( ) , ( ) d ( ) ( ) d d
t T

n m t n m n m n m tu u T u u f f T u u x tτ χ
Ω

− − ≤ − −∫ ∫ ∫ . 

Khi đó ta có đánh giá 

1 11 0 0 0 0 ,( ) ( )
( )( , )d :

T
n m n m n m n mL L

u u x t x u u f f a
Ω Ω

Ω

Θ − ≤ − + − =∫ . 

Từ định nghĩa của 1Θ  kết hợp cùng đánh giá trên, ta có 
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1 0 0 ,
{ 1} { 1}

( )( , ) d ( )( , ) d 2 ( )( , )d 2
n m n m

n m n m n m n m
u u u u

u u x t x u u x t x u u x t x a2

− < − ≥ Ω

− + − ≤ Θ − ≤∫ ∫ ∫ . 

Do đó, với mọi (0, ]t T∈  thì  

1 ( )
( )( )n m L
u u t

Ω
−

{ 1} { 1}

( )( , ) d ( )( , ) d
n m n m

n m n m
u u u u

u u x t x u u x t x
− < − ≥

= − + −∫ ∫  

 
1/2

1 2
2

,
{ 1}

( )( , ) d 2
n m

n m n m
u u

u u x t x a
− <

 
 ≤ Ω − +
 
 

∫
11
22

, ,(2 ) 2n m n ma a≤ Ω + . 

Vì 0 0( , ) ( , )n nf u f u→  mạnh trong 1 1( ) ( )TL LΩ × Ω  nên ,,
lim 0n mn m

a
→∞

= , do đó { }n nu  là 

dãy Cauchy trong 1([0, ]; ( ))C T L Ω  nên { }n nu  hội tụ mạnh về u  trong 1([0, ]; ( ))C T L Ω , do 

đó tìm được dãy con (vẫn kí hiệu là { }n nu ) hội tụ hầu khắp nơi về u  trên TΩ . ☐ 

Bổ đề 2.3. Với mỗi k  là số dương, ( )k nT u  hội tụ mạnh về ( )kT u  trong E  khi n →+∞ . 
Chứng minh. Lấy 0k >  tùy ý. Nhắc lại về bất đẳng thức đại số sau 

2| ( ) ( ) | | | ( )[ ( ) ( )]p p
k k k kT T T Tα β α β α β α β−− ≤ − − − , ,α β ∈ , 1p ≥ . 

Chọn ( )k nT u  là hàm thử trong (2.5) ta được 

0
0 0

( )( , )d ( )( )d , ( ) d ( )d d
T T

k n k n n k n n k nu x T x u x x u T u t f T u x t
Ω Ω Ω

Θ − Θ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Từ tính chất 0 ( ) .| |k z k z≤ Θ ≤ , 0 1kT ′≤ ≤  và bất đẳng thức đại số, ta có 

( ) p
k n E

T u  
0

( )( , ) ( )( , ) d d
T

p
k n k nT u x t T u y t tν

Ω

≤ Λ −∫ ∫∫


 

 
0

( , , )[ ( )( , ) ( )( , )]d d
T

n k n k nU x y t T u x t T u y t tν
Ω

≤ Λ −∫ ∫∫


 

1 10( ) ( )
2 2

T
n nL L

k f k u
Ω Ω

≤ Λ + Λ 1 10( ) ( )
2 2

TL L
k f k u

Ω Ω
≤ Λ + Λ . 

Vậy dãy { ( )}k n nT u  bị chặn trong E  nên có dãy con hội tụ yếu về ( )kT u  trong E . 
Để xử lí đạo hàm theo thời gian của hàm chặt cụt, ta dùng phương pháp trong (Landes, 

1981) bằng cách sử dụng dãy ( ( ))kT u µ  xấp xỉ ( )kT u . Với 0µ > , ta định nghĩa  

( )( ( )) ( , ) ( ( , ))d
t

t
k kT u x t e T u xµ ξ

µ µ ξ ξ−

−∞

= ∫ . 

Dễ thấy rằng ( ( )) ( )k TT u E Lµ
∞∈ ∩ Ω , ( ( )) ( , ) (1 )t

kT u x t k e kµ
µ

−≤ − <  hầu khắp nơi 

( , ) Tx t ∈Ω  và ( ( ))kT u µ  khả vi hầu khắp nơi (0, )t T∈  với 

[( ( )) ] [ ( ) ( ( )) ]k t k kT u T u T uµ µµ= − . 
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Thực hiện tính toán, ta có được ( ( )) ( )k kT u T uµ →  mạnh trong E . Theo tính trù mật, tồn tại 

0{ } ( )j Cω ∞⊂ Ω  hội tụ mạnh về 0u  trong 1( )L Ω . Đặt , ( ) ( ( )) ( )t
j k k ju T u e Tµ

µ µη ω−= + . Hàm 

, ( )j uµη  là một xấp xỉ trơn của ( )kT u , có các tính chất sau 

, ,( ( )) [ ( ) ( )]j t k ju T u uµ µη µ η= − , , ( )( ,0) ( )( )j k ju x T xµη ω= , , ( )j u kµη ≤ , 

, ( ) ( )j ku T uµη →  hội tụ mạnh trong E , khi µ →∞ . 

Cố định số 0k > . Với h k> , ta chọn 2 ,( ( ) ( ) ( ))n k n h n k n jT u T u T u uµϕ η= − + −  là hàm 

thử trong (2.5) ta được 

0 0 0

1( ) , d ( , , )[ ( , ) ( , )]d d d d
2

T T T

n t n n n n n nu t U x y t x t y t t f x tϕ ϕ ϕ ν ϕ
Ω Ω

+ − =∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫


 

Kí hiệu ( , , , )n j hθ µ  là tất cả các đại lượng sao cho 
lim lim lim lim ( , , , ) 0
h j n

n j h
µ

θ µ
→∞ →∞ →∞ →∞

= . 

Theo một phần của bước 2 trong chứng minh Định lí 1.1 của (Zhang & Zhou, 2010) ta thu 
được đánh giá  

0

( , , )[ ( ( , )) ( ( , ))]d d
T

n k n k nU x y t T u x t T u y t tν
Ω

−∫ ∫∫


 

 
0

( , , )[ ( ( , )) ( ( , ))]d d ( , , , )
T

n k kU x y t T u x t T u y t t n j hν θ µ
Ω

≤ − +∫ ∫∫


. 

Khi đó theo Bổ đề 3.6 trong (Abdellaoui et al., 2016) cùng với tính không âm, đơn điệu tăng 
của dãy { }n nu  ta được  

0

limsup ( ( , )) ( ( , )) d d
T

p
k n k n

n
T u x t T u y t tν

Ω
→∞

−∫ ∫∫
 0

( ( , )) ( ( , )) d d
T

p
k n k nT u x t T u y t tν

Ω

≤ −∫ ∫∫


. 

Mặt khác, dãy { ( )}k n nT u  hội tụ yếu về ( )kT u  trong E , do đó 

)( ) (k n kT Tu u→  mạnh trong E .  (2.7) 
Bổ đề 2.4. Hàm u  trong Bổ đề 2.3 là nghiệm Renormalized duy nhất của (1.1). 
Chứng minh. Chứng minh được chia thành hai phần: sự tồn tại và sự duy nhất. 

a) Chứng minh sự tồn tại của nghiệm Renormalized. 
Xét ( ) ( )k kL z z T z= −  thì 0kL′ ≥ . Chọn 1( ( ))h nT L u  là hàm thử trong (2.5), ta được 

( ) 1 1 1
0 0 0

, ( ( )) d , ( ( )) d ( ( ))d d
T T T

n h n n h n n h nt
u T L u t u T L u t f T L u x t

Ω

+ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ta có đánh giá số hạng thứ nhất trong biểu thức trên là 

0

1 1 0 1
{| | } {| | } 0

( )( , )d ( )( )d ( ) , ( ( )) d
n n

T

n n n t h n
u h u h

u h x T x u h x x u T L u t
> >

Θ − Θ ≤∫ ∫ ∫ 
. 

Suy ra  



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 21, Số 5 (2024): 785-799 
 

793 

1
0

, ( ( )) d
T

n h nu T L u t∫   1
0

( ( ))d d
T

n h nf T L u x t
Ω

≤ ∫ ∫  

0

1 1 0
{| | } {| | }

( )( , )d ( )( )d
n n

n n
u h u h

u h x T x u h x x
> >

− Θ + Θ∫ ∫ 
 

 
0

0
0 {| | } {| | }

d d
n n

T

n n
u h u h

f x t u dx
> >

≤ +∫ ∫ ∫ . 

Áp dụng định lí giá trị trung bình, công thức đạo hàm hợp và 0kT ′ ≥ , 0kL′ ≥ , ta có 

1 1( , , )[ ( ( ))( , ) ( ( ))( , )]n h n h nU x y t T L u x t T L u y t− 1( ( )). ( ). ( , ) ( , ) p
h n h n n nT L L u x t u y tξ ξ′ ′= −  

là không âm. Từ sự hội tụ của dãy { }n nu  về u  trong 1([0, ]; ( ))C T L Ω  thu được giới hạn 

{ }lim ( , ) : 0T nh
x t u h

→∞
∈Ω > =  hội tụ đều đối với mỗi n . 

Với mọi ( ( , ), ( , ))n n hu x t u y t R∈  thì 

[ ] 1
1 1( , , ) ( ( ))( , ) ( ( ))( , ) ( , ) ( , ) p

n h n h n n nU x y t T L u x t T L u y t u x t u y t −− ≥ − . 
Sử dụng Bổ đề Fatou, qua giới hạn cho n →∞  và sau đó cho h →∞ , ta có điều kiện (i) 
của nghiệm Renormalized, tức là 

1

{( , , ):( ( , ), ( , )) }

lim ( , ) ( , ) d d 0
h

p

h
x y t u x t u y t R

u x t u y t tν−

→∞
∈

− =∫∫∫ . (2.8) 

Lấy 1, ( )S W ∞∈   sao cho supp [ , ]S M M′ ⊂ − , với 0M >  nào đó. Ta phân hoạch 

1 2 3 4(0, )TΩ ∪= ∪× ∪     , trong đó: 

1 }(0, ) : ({( , , ) , ( , ), ) n nx y xT u t Mt u y t MΩ= ∈ × ≥ ≥  , 

2 }(0, ) : ({( , , ) , ( , ), ) n nx y xT u t Mt u y t MΩ= ∈ × ≤ ≤  , 

3 }(0, ) : ({( , , ) , ( , ), ) n nx y xT u t Mt u y t MΩ= ∈ × ≥ ≤  , 

4 }(0, ) : ({( , , ) , ( , ), ) n nx y xT u t Mt u y t MΩ= ∈ × ≤ ≥  . 

Với mỗi 1( )TCϕ∈ Ω  sao cho 0ϕ =  trên (0, )C TΩ × , ( , ) 0Tϕ ⋅ =  trên Ω , chọn 

( )nS u ϕ′  là hàm thử trong (2.5) ta được 

0 0 0

( ) , ( ) d , ( ) d ( ) d d
T T T

n t n n n n nu S u t u S u t f S u x tϕ ϕ ϕ
Ω

′ ′ ′+ =∫ ∫ ∫ ∫ , 

hay 

0

( ( )) d d
T

n tS u x tϕ
Ω
∫ ∫  

0

( )( , ) ( )( , )1 ( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2 2

T
n n

n
S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν

Ω

′ ′+
+ − ⋅∫ ∫∫



 

 [ ]
0

1 ( , ) ( , )( , , ) ( )( , ) ( )( , ) d d
2 2

T

n n n
x t y tU x y t S u x t S u y t tϕ ϕ ν

Ω

+′ ′+ − ⋅∫ ∫∫
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0

( ) d d
T

n nf S u x tϕ
Ω

′= ∫ ∫ . (2.9) 

Xét số hạng đầu tiên của vế trái trong (2.9), ta có vì S  liên tục và bị chặn, nu  hội tụ 

hầu khắp nơi trên TΩ  về u , nên ( )nS u  hội tụ hầu khắp nơi trên TΩ  về ( )S u  và hội tụ yếu-

* trong ( )TL∞ Ω . Khi đó ( ( ))n tS u  hội tụ về ( )nS u  trên ( )TD′ Ω  khi n →∞ , tức là 

0 0

( ) d d ( ) d d
T T

n t tS u x t S u x tϕ ϕ
Ω Ω

→∫ ∫ ∫ ∫ , khi n →∞ . 

Do đó, 

0

( ( )) d d
T

n tS u x tϕ
Ω
∫ ∫ → 0( ) ( ,0)dS u x xϕ

Ω

−∫
0

( ) d d
T

tS u x tϕ
Ω

+∫ ∫ , khi n →∞ . 

Nhờ vào sự hội tụ của dãy { }n nf  cho ta kết quả qua giới hạn của vế phải (2.9): 

0 0

( ) d d ( ) d d
T T

n nf S u x t f S u x tϕ ϕ
Ω Ω

′ ′→∫ ∫ ∫ ∫ , khi n →∞ . 

Với số hạng thứ hai của (2.9), ta có được  

0
1

( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d:
2

T
n n

n
S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν

Ω

′ ′+
− ⋅= ∫ ∫∫



  

0

( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2

T S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
Ω

→
′ ′+

− ⋅∫ ∫∫


, khi n →∞ . 

Trên 1 , ta có ( )( , ) ( )( , ) 0n nS u x t S u y t′ ′= =  do supp [ , ]S M M′ ⊂ − . 

Trên 2 , ta có ( , ) ( )( , )n M nu x t T u x t=  và ( , ) ( )( , )n M nu y t T u y t= . Từ (2.7) ta có 
2

( )/

( ( , )) ( ( , )) [ ( ( , )) ( ( , ))]p
M n M n M n M n

N sp p

T u x t T u y t T u x t T u y t
x y

−

′+

− −

−
 

2

( )/

( ( , )) ( ( , )) [ ( ( , )) ( ( , ))]p
M M M M

N sp p

T u x t T u y t T u x t T u y t
x y

−

′+

− −
→

−
 mạnh trong ( (0, ))pL T′

Ω × . 

Ngoài ra, ta lại có nu  hội tụ hầu khắp nơi về u  trên TΩ , do đó 

2( )/
( , ) ( , ) ( (0, ))p

N sp p
x t y t L T

x y
ϕ ϕ χ Ω+

−
⋅ ∈ ×

−
   

và 

2( )/
( )( , ) ( )( , )( , ) ( , )

2
n n

N sp p
S u x t S u y tx t y t

x y
ϕ ϕ χ+

′ ′+−
⋅ ⋅

−
  

{ ( , ) , ( , ) }( )/
( , ) ( , ) ( )( , ) ( )( , )

2 u x t M u y t MN sp p
x t y t S u x t S u y t

x y
ϕ ϕ χ ≤ ≤+

′ ′− +
⋅ ⋅

−


 yếu trong ( (0, ))pL T′
Ω × .  
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Do đó ta có 

2

( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2

n n
n

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
′ ′+

− ⋅∫∫∫


 

{ ( , ) , ( , ) }

( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2u x t M u y t M

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
≤ ≤

′ ′+
→ − ⋅∫∫∫ , khi n →∞ . 

Trên 3 , nếu ( , ) 1nu x t M≤ +  thì ta có thể thực hiện tương tự đánh giá trên 2 . Nếu 
( , ) 1nu x t M≥ +  thì max{ ( , ), ( , )} 1n nu x t u y t M≥ +  và min{ ( , ), ( , )}n nu x t u y t M≤ . Từ (2.8) 

ta có 
1

{( ( , ), ( , )) }

lim lim ( , ) ( , ) d d 0
n n M

p
n nM n

u x t u y t R

u x t u y t tν−

→∞ →∞
∈

− =∫∫∫ . 

Từ đây ta có 

{ ( , ) 1, ( , ) }

( )( , ) ( )( , )lim lim ( , , )[ ( , ) ( , )] d d 0
2

n n

n n
nM n

u x t M u y t M

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
→∞ →∞

≥ + ≤

′ ′+
− ⋅ =∫∫∫ . 

Trên 4 , các đánh giá thực hiện tương tự trên 3 . 
Do đó, ta có đánh giá như sau 

1lim lim
M n→∞ →∞

  

{ ( , ) , ( , ) }

( )( , ) ( )( , )lim ( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2M

u x t M u y t M

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
→∞

≤ ≤

′ ′+
= − ⋅∫∫∫  

{ ( , ) 1, ( , ) }

( )( , ) ( )( , )lim ( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2M

M u x t M u y t M

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
→∞

≤ ≤ + ≤

′ ′+
+ − ⋅∫∫∫  

{ ( , ) , ( , ) 1}

( )( , ) ( )( , )lim ( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2M

u x t M M u y t M

S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
→∞

≤ ≤ ≤ +

′ ′+
+ − ⋅∫∫∫  

0

( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2

T S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
Ω

′ ′+
= − ⋅∫ ∫∫



. 

Với số hạng thứ ba của (2.9), ta thực hiện tương tự, do đó ta có 

0( ) ( ,0)dS u x xϕ
Ω

−∫
0

( ) d d
T

tS u x tϕ
Ω

+∫ ∫  

0

1 ( )( , ) ( )( , )( , , )[ ( , ) ( , )] d d
2 2

T S u x t S u y tU x y t x t y t tϕ ϕ ν
Ω

′ ′+
+ − ⋅∫ ∫∫



 

[ ]
0

1 ( , ) ( , )( , , ) ( )( , ) ( )( , ) d d
2 2

T x t y tU x y t S u x t S u y t tϕ ϕ ν
Ω

+′ ′+ − ⋅∫ ∫∫


 

0

( ) d d
T

f S u x tϕ
Ω

′= ∫ ∫ , 

hay 
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0( ) ( ,0)dS u x xϕ
Ω

−∫
0

( ) d d
T

tS u x tϕ
Ω

+∫ ∫

0

1 ( , , )[( ( ) )( , ) ( ( ) )( , )]d d
2

T

U x y t S u x t S u y t tϕ ϕ ν
Ω

′ ′+ −∫ ∫∫
 0

( ) d d
T

f S u x tϕ
Ω

′= ∫ ∫ . 

Vậy u  là nghiệm Renormalized của phương trình (1.1). 
b) Chứng minh sự duy nhất của nghiệm Renormalized. 

Gọi u , v  là hai nghiệm Renormalized của phương trình (1.1). Với số dương σ , đặt 

( ) [ ]

( )

2

khi | | ,
1 1 ( 1) khi 1,
2 2
1/ 2 khi 1.

z z

S z z z

z

σ

σ

σ σ σ σ

σ σ

 <

 = + + ≤ ± ≤ + 
 
± + ± > +

   (2.10) 

Ta thấy được rằng 

( )
1 khi | | ,
( 1) | | khi | | 1,
0 khi | | 1.

z
S z z z

z
σ

σ
σ σ σ

σ

<
′ = + − ≤ ≤ +
 > +

 

Dễ dàng kiểm tra được 1, ( )S Wσ
∞∈   và supp [ 1, 1]Sσ σ σ′ ⊂ − − + . Chọn S Sσ=  trong (1.3) 

thu được 

0

( ( )) , d
T

tS u tσ ϕ∫
0

( )( , ) ( )( , )1 ( , , )( ( , ) ( , )) d d
2 2

T S u x t S u y tU x y t x t y t tσ σϕ ϕ ν
Ω

′ ′+
+ − ⋅∫ ∫∫



 

0

1 ( , ) ( , )( , , )( ( )( , ) ( )( , )) d d
2 2

T x t y tU x y t S u x t S u y t tσ σ
ϕ ϕ ν

Ω

+′ ′+ − ⋅∫ ∫∫
 0

( ) d d
T

f S u x tσ ϕ
Ω

′= ∫ ∫ , 

và 

0

( ( )) , d
T

tS v tσ ϕ∫
0

( )( , ) ( )( , )1 ( , , )( ( , ) ( , )) d d
2 2

T S v x t S v y tV x y t x t y t tσ σϕ ϕ ν
Ω

′ ′+
+ − ⋅∫ ∫∫



 

0

1 ( , ) ( , )( , , )( ( )( , ) ( )( , )) d d
2 2

T x t y tV x y t S v x t S v y t tσ σ
ϕ ϕ ν

Ω

+′ ′+ − ⋅∫ ∫∫
 0

( ) d d
T

f S v x tσ ϕ
Ω

′= ∫ ∫ , 

với mọi 1( )TCϕ∈ Ω  với 0ϕ =  trên (0, )C TΩ × , ( , ) 0Tϕ ⋅ =  trên Ω . 

Cố định 0k > , trong các đẳng thức trên, chọn ( ( ) ( ))kT S u S vσ σϕ = −  và trừ theo vế, 
ta được 

1 2 3+ + =    ,  (2.11) 
với  

0
1 ( ( ) ( )) , ( ( ) ( )) d

T

t kS u S v T S u S v tσ σ σ σ− −= ∫ , 
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0
2

( )( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( )( , )1 ( , , ) ( , , )
2 2 2

T S u x t S u y t S v x t S v y tU x y t V x y tσ σ σ σ

Ω

′ ′ ′ ′+ + ⋅ − ⋅  
= ∫ ∫∫



  

[ ( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( ))( , )]d dk kT S u S v x t T S u S v y t tσ σ σ σ ν× − − − , 

[ ]
0

3
1 ( , , ) [ ( )( , ) ( )( , )] ( , , ) [ ( )( , ) ( )( , )]
2

T

U x y t S u x t S u y t V x y t S v x t S v y tσ σ σ σ

Ω

′ ′ ′= ′⋅ − − ⋅ −∫ ∫∫


  

( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( ))( , ) d d
2

k kT S u S v x t T S u S v y t tσ σ σ σ ν− + −
× , 

0

[ ( ) ( )] ( ( ) ( ))d d
T

kf S u S v T S u S v x tσ σ σ σ
Ω

′= ′ − −∫ ∫ . 

Ta lần lượt đánh giá 1 , 2 , 3  và  . Vì 0kΘ ≥  là nguyên hàm của kT  nên 

1 ( d 0( ( ) ))k S u S v xσ σ
Ω

= Θ − ≥∫ , 

do 0( ,0) ( ,0) ( )u x v x u x= =  nên ( ( ) ( ))( ,0) 0k S u S v xσ σΘ − = . 

Viết lại 2  như sau 

0
2

1 [ ( , , ) ( , , )] [ ( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( ))( , )]d d
2

T

k kU x y t V x y t T S u S v x t T S u S v y t tσ σ σ σ ν
Ω

− ⋅ − −= −∫ ∫∫


  

0

( )( , ) ( )( , )1 1 ( , , )
2 2

T S u x t S u y t U x y tσ σ

Ω

+
′ ′+ − ⋅ 

 ∫ ∫∫


 

[ ( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( ))( , )]d dk kT S u S v x t T S u S v y t tσ σ σ σ ν× − − −  

0

( )( , ) ( )( , )1 1 ( , , )
2 2

T S v x t S v y t V x y tσ σ

Ω

+
′ ′+ − ⋅ 

 ∫ ∫∫


 

[ ( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( ))( , )]d dk kT S u S v x t T S u S v y t tσ σ σ σ ν× − − −  

2,1 2,2 2,3:= + +   . 

Với kσ ≥ , ta có 

2,1

| |,| |
2

[ ( , , ) ( , , )] [( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ) d)1 ]d
2 ku v

U x y t V x y t u x t u y t v x t v y t tν
 ≤ 
 

− ⋅ −≥ − −∫∫∫ .

 (2.12) 
Vì ( ) 1S zσ′ =  khi σ  đủ lớn nên theo Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue, ta có được 2,2 0→  

và 2,3 0→  khi σ → +∞ . Hơn nữa 

{ } { }
3

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))

1 1( , ) ( , ) ( , d) ( ,d d d)
u x t u y t R v x t v y t R

p pu x t u y t v x ttC tC v yt
σ σ

ν ν
∈ ∈

− −− −≤ +∫∫∫ ∫∫∫ . 

Vì u , v  là hai nghiệm Renormalized nên theo Định nghĩa 1.1, (i), ta có 3lim 0
σ→+∞

= . 
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Ngoài ra, vì [ ( ) ( )] 0f S u S vσ σ′ ′− →  mạnh trong 1( )L Ω  nên theo Định lí hội tụ bị chặn 

Lebesgue, ta có lim 0
σ→+∞

= . Cho σ → +∞  trong (2.11), cùng với đánh giá (2.12) ta được 

{ }| |,| | /2

0[ ( , , ) ( , , )] [( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))]d d
u v k

U x y t V x y t u x t u y t v x t v y tt ν
≤

− ⋅ − − − =∫∫∫ . 

Điều này dẫn đến là ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u y t v x t v y t− = −  hầu khắp nơi |( | |, |)
2

, , ku vx y t  ≤∈ 
 
 

. 

Vì k  tùy ý nên ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u y t v x t v y t− = −  hầu khắp nơi ( , , ) (0, )N Nx y t T∈ × ×  . 
Nhắc lại về bất đẳng thức Poincaré (với 1p = ) ta thu được 

0 0

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))
0 ( , ) ( , ) d d d d d 0

T T

N s

u x t u y t v x t v y t
u x t v x t x t C x y t

x y
Ω

+
Ω

− − −
≤ − ≤ =

−∫ ∫ ∫ ∫∫


. 

Dẫn đến u v=  hầu khắp nơi trên TΩ . Kết thúc chứng minh. ☐ 

3. Kết luận và mở rộng 
Trong bài báo này, chúng tôi đã thu được kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

Renormalized cho phương trình Parabolic phi tuyến liên kết với toán tử phi tuyến và phi địa 
phương  , là trường hợp tổng quát hơn của toán tử ( )s

p−∆ . 
Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu về sự tồn tại và duy nhất nghiệm Entropy cho phương 

trình (1.1), đồng thời tìm mối liên hệ giữa nghiệm Renormalized đã nghiên cứu trong bài 
báo này và nghiệm Entropy được nói trên. 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

The primary objective of this paper is to establish the existence and uniqueness of a 
nonnegative renormalized solution for a parabolic equation with a nonlinear operator, given 
nonnegative L1 data. The approach employed involves approximating the equation with truncated 
data, demonstrating the convergence of the truncated functions, and deriving specific estimates to 
obtain the renormalized solutions. 
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