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MÔ TẢ GIẢI TÍCH CHO NĂNG LƯỢNG TRẠNG THÁI CƠ BẢN 
CỦA EXCITON HAI CHIỀU TRONG TỪ TRƯỜNG 
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TÓM TẮT 
Biểu thức giải tích mô tả tường minh sự phụ thuộc của năng lượng vào cường độ từ 

trường được xây dựng cho trạng thái cơ bản của exciton hai chiều trong từ trường. Điểm 
đặc biệt của biểu thức thu được là độ chính xác rất cao với sai số chưa đến 1% cho toàn 
miền biến đổi của từ trường. 

Từ khóa: mô tả giải tích, exciton hai chiều, năng lượng, trạng thái cơ bản, phương pháp 
toán tử FK. 

ABSTRACT 
An analytical description for the ground state energy  

of two dimensional exciton in a magnetic field 
The article presents an analytical expression describing the dependence of the 

ground state energy on magnetic field intensity for a two-dimensional exciton in a 
magnetic field. The special feature of the obtained expression is its very high accuracy 
with error less than 1% for the whole range of the magnetic field intensity.  

Keywords: analytical description, two-dimensional exciton, ground state energy, FK 
operator method. 

 

1. Mở đầu 
Exciton hai chiều trong từ trường là một bài toán kinh điển được nghiên cứu 

nhiều do tầm quan trọng trong vật lí hệ thấp chiều [3]. Bài toán này cũng là mô hình để 
kiểm tra tính hiệu quả của các phương pháp giải phương trình Schrödinger khác nhau 
[2, 6, 8]. Trong công trình mới đây [7], nghiệm giải tích gần đúng của phương trình 
Schrödinger cho exciton hai chiều trong từ trường được tính bằng phương pháp toán tử 
FK (FK-OM) [4-5]. Nghiệm giải tích này có độ chính xác với sai số dưới 1% trong 
toàn miền thay đổi của từ trường. Tuy nhiên, sự phụ thuộc của năng lượng ( )E   vào 
cường độ từ trường ( )   phải thông qua một tham số trung gian   làm hạn chế tính 
ứng dụng của nó trong các phân tích giải tích. Chính vì vậy, việc xác định sự phụ thuộc 
của năng lượng vào từ trường bằng biểu thức giải tích tường minh ( )E   là bài toán cần 
giải quyết.  

Trong công trình này, nghiệm giải tích gián tiếp ( )E   trong công trình [7] sẽ 
được sử dụng để xây dựng nghiệm giải tích trực tiếp ( )E  . Trước tiên ta sẽ khảo sát sự 
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phụ thuộc ( )   để hiểu rõ quy luật biến thiên của từ trường theo tham số  . Điều này 
cho phép ta khai triển ( )E   theo chuỗi của    trong vùng 1   và vùng 1  . Nếu 
chọn được bậc khai triển sao cho hai biểu thức năng lượng trong hai miền tiệm cận của 
từ trường có sự bao phủ lẫn nhau trong miền từ trường trung bình, ta có thể kết luận là 
đã tìm ra biểu thức giải tích trực tiếp của năng lượng. Ta sẽ so sánh kết quả thu được 
với năng lượng giải tích thu được bằng phương pháp lí thuyết nhiễu loạn (perturbation 
theory method) trong vùng từ trường yếu và khai triển ngược hệ số tương tác lớn 
(strong coupling series) trong vùng từ trường mạnh.  
2. Nghiệm giải tích bằng phương pháp toán tử FK 

Trước tiên ta nhắc lại nghiệm giải tích gián tiếp thu được trong công trình [7] và 
các ý tưởng chính để thu được nó. Bằng cách đưa vào phương trình Schrödinger thành 
phần tiệm cận trong miền từ trường mạnh 2 2exp[ ( ) / ]x y  �  và sử dụng FK-OM, 
trong công trình [7] thu được biểu thức cho năng lượng trạng thái cơ bản :  
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trong đó:   là tham số đặc trưng của FK-OM. Cùng với biểu thức (1), biểu thức của 
cường độ từ trường cũng được tìm thấy như một hàm phụ thuộc vào tham số   như 
sau:
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Trong (1) và (2), hàm số ( )I   được định nghĩa 
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trong đó : ( )erfc x  là hàm tích phân sai số [1]. Về nguyên tắc, từ (2) ta có thể thu 
được ( )   bằng cách giải số, sau đó đem thế vào (1) để có sự phụ thuộc ( )E  . Như 
vậy, ta có thể xem (1) và (2) là biểu thức giải tích gián tiếp qua tham số   cho năng 
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lượng của exciton hai chiều trong từ trường. Kết quả này theo phân tích số trong công 
trình [7] cho thấy có độ chính xác rất cao  với sai số dưới 1%.  
3. Biểu thức giải tích cho năng lượng 

Khảo sát biểu thức (2) ta thấy có sự phụ thuộc nghịch đảo giữa từ trường   và 
tham số  , nghĩa là  0   khi     và ngược lại    khi 0  .  Dựa vào 
đây, ta khai triển   theo 1   cho trường hợp từ trường yếu 1   và sử dụng 
phương pháp lặp để thu được ( )  . Sau khi thế vào (1), ta thu được: 
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Ta thấy biểu thức khai triển (4) sẽ còn có ý nghĩa khi 2 / 8 1  , nghĩa là có thể áp dụng 
trong vùng từ trường 2.82  . Tương tự, ta thu được biểu thức năng lượng cho vùng 
từ trường mạnh 1  : 
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 Biểu thức (5) có ý nghĩa khi 2 1  , tức vùng áp dụng là 0.5  .  

Như vậy công thức (4) có thể sử dụng cho 2.82   trong khi công thức (5) sử 
dụng cho  0.5  . Kết hợp hai công thức (4) và (5), miền áp dụng khi đó là toàn bộ các 
giá trị của từ trường  . Hình 1a biểu diễn năng lượng thu được theo công thức (4) cho 
từ trường yếu (các đường đứt đoạn). So với năng lượng chính xác thu được trong công 
trình [6] bằng FK-OM (đường liền nét) thì đường biểu diễn (4) với khai triển đến 8  
tương thích khá tốt đến giá trị 0.6   . Các khai triển cao hơn không còn ảnh hưởng 
đến độ chính xác, do đó trong công thức (4) ta chỉ giữ lại các thành phần khai triển đến 

8 . Ở đây trên Hình 1 để dễ phân biệt các đường, ta sử dụng / ( 1)     , tức 
0.6    tương ứng với 1.5  . Hình 1b biểu diễn năng lượng thu được theo công thức 

(5) cho từ trường mạnh (các đường đứt nét). So sánh với đường năng lượng chính xác 
(đường liền nét) ta thấy có sự tương thích khá tốt với các giá trị 0.6   , tương ứng với 

1.5  . Các khai triển đến 6   đủ để thu được kết quả với sai số nhỏ hơn 1%, vì vậy 
trong công thức (5) ta chỉ giữ các số hạng đến khai triển này.  
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(a) (b) 

Hình 1. Năng lượng trạng thái cơ bản của exciton hai chiều theo biểu thức giải tích (đường 
đứt nét) trong miền từ trường yếu (a) và trong miền từ trường mạnh (b) so sánh với giá trị 
chính xác (đường liền nét).Ta sử dụng từ trường hiệu dụng / ( 1)     . 
 

Như vậy sử dụng đồng thời công thức (4) cho 1.5   và công thức (5) cho 
1.5  , ta thu được biểu thức giải tích ( )E   với độ chính xác cao có sai số chưa đến 

1% cho toàn miền thay đổi từ trường. Để so sánh, chúng tôi sử dụng phương pháp 
nhiễu loạn cho vùng từ trường yếu và khai triển ngược hằng số tương tác cho vùng từ 
trường mạnh để giải phương trình Schrödinger. Kết quả cũng có được năng lượng dưới 
dạng khai triển theo từ trường như công thức (4) và (5) nhưng chỉ trùng hai số hạng ban 
đầu. Phân tích số cho thấy công thức của lí thuyết nhiễu loạn chỉ đúng (sai số dưới 1%) 
cho các giá trị từ trường 1.2   và công thức của khai triển ngược hệ số tương tác chỉ 
đúng với các giá trị từ trường 4.0  . Như vậy biểu thức giải tích thu được từ FK-OM 
mới phủ hết toàn miền thay đổi từ trường. 
4. Kết luận 
 Trong bài báo này, chúng tôi thu được hai biểu thức giải tích cho năng lượng 
trạng thái cơ bản của exciton hai chiều trong từ trường cho miền từ trường yếu và miền 
từ trường mạnh. Điều đặc biệt là hai miền từ trường yếu và mạnh trong khai triển giao 
nhau tại một giá trị 1.5c  , do đó nó bao phủ toàn miền thay đổi từ trường. Biểu thức 
thu được có độ chính xác cao với sai số dưới 1% cho toàn miền thay đổi từ trường. Kết 
quả này trùng với kết quả của lí thuyết nhiễu loạn cho vùng từ trường yếu 1.2   và 
của phương pháp khai triển ngược hệ số tương tác cho vùng từ trường mạnh 4.0  . 
Việc xác định được nghiệm giải tích chính xác cao trong miền trung bình của từ trường 
là ưu thế của FK-OM. Đây là một kết quả có ý nghĩa do đây là vùng được sử dụng 
nhiều trong thực nghiệm nhưng cũng là vùng mà phương pháp lí thuyết nhiễu loạn 
không áp dụng được. Các phân tích tương tự cũng sẽ được tiến hành cho các trạng thái 
kích thích trong công trình mở rộng tiếp theo. 
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