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TOM TAT
Pén cudi thang 6 nam 2013, nganh cong nghiép phdi sinh i chinh thé gidi, c6 gia
tri danh nghia khodn 700.000 ti Dollar M7 va nganh cong nghiép qudn tri danh muc dau
tur, €0 1€ co gid tri cOn lén hon. Do dé, todn hoc tai chinh la nganh quan trong cia todn
umg dung. Muc dich cua bai béo nay 1a tom tit cdc nguyén i todn hoc quan trong nhdt
trong thi trurong tai chinh.
Tir khoa: toan tai chinh, Ii thuyét dinh gia tai san, thi trudong day du.
ABSTRACT
The important mathematical principles of financial markets
The derivatives industry worth totals in notional amount more than 700 trillion USD
at end-June 2013 and the portfolio management industry is probably even bigger.
Therefore, the financial mathematics is an important branch of applied mathematics. The
aim of this article is to summarize the most important mathematical principles in financial
markets.
Keywords: Mathematical Finance, Theory of asset pricing, Complete market.

1. Giéithi¢u

Héau hét cac md hinh toan trong nganh tai chinh déu bét ngudn tir luan an Tién si
nam 1900 cia Louis Bachelier (1870-1946) c6 tén “Li thuyét dau co tai chinh (Theory
de speculation)” tai Pai hoc Sorbonne (Paris), dudi su huéng dan cua nha toan hoc
ling danh Henri Poincare’.

Luan an nay duoc nhiéu nha khoa hoc thira nhan 1a cdng trinh khai sinh cua
nganh toan tai chinh. Tuy nhién cho dén hon nita thé ky sau, cac nha toan hoc nghién
ctru (g dung trong tai chinh méi biét dén cong trinh nay. Nam 1953, Harry Markovitz
va James Tobin d& dua ra Ii thuyét “Lya chon danh muc dau tu” tai chinh qua viéc
phan tich trung binh phuong sai trong Ii thuyét xac suat. Nam 1965, cac nha kinh té hoc
Paul Samuelson va Henry McKean d4 ching t6 rang gia ¢ phiéu chimg khoan ting
giam c6 tinh ngéu nhién va md hinh tét nhat dién ta sy thay ddi cua gia c6 phiéu 1a md
hinh chuyén déng Brown hinh hoc. Nhung c6t mbc quan trong, danh dau thoi ki phat
trién manh mé& cua toan tai chinh 1 sy ra doi cua md hinh Black-Scholes nam 1973 vé
tinh hop Ii gid ciia cic quyén chon (Pricing of Options and Corporate Liabilities).
Fisher Black va Myron S. Scholes, cung vai nha Kinh té hoc 1am viéc doc lap Robert
Merton dua ra cong thirc tinh gia cac quyén chon. Giai Nobel kinh té 1997 dugc trao
cho R. C. Merton va M. S. Scholes (lic d6 Black dd mat). Phuong phap cia ho dd mo
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duong cho viéc xac dinh gia tri kinh té trong nhiéu linh vuc, tao ra nhiéu loai cong cu
tai chinh mai va tao diéu kién cho viéc quan tri rii ro trong x& hoi hiéu qua hon. Giai
Nobel kinh té nam 2003 danh cho Clive Grange vé phuong phap phén tich kinh té qua
chudi thoi gian va Robert F. Engle 111 vé mé hinh dao dong ngau nhién. Nganh cong
ngh¢ phai sinh tai chinh thé gi¢i udc tinh khoang 700.000 ti d6 la trong nim 2013 va
nganh quan tri danh muc dau tu tai chinh c6 18 c6 gia tri con cao hon, diéu ndy cho thiy
tam quan trong ctia nganh toan hoc tai chinh hién dai.

Tai Viét Nam, toan tai chinh chi dugc quan tam va nghién ctru khoang hon 10
nim gan day, nhung sO ngudi nghién ciru, quy mo, tai liéu con qua nho, chua dap tmg
duogc yéu cau hoi nhap cia Vigt Nam vao nén kinh té thé gidi. Pic biét 1a cong tac dao
tao chwa dap ng dugce nhu cdu vé nhéan su ciia cac cong ty tai chinh va ching khoan
thanh 1ap & Viét Nam. Do d6 céc thuat ngtr, khai niém, cac nguyén li can ban cta toan
tai chinh can dugc 1am sang té va trinh bay chic chg, co tinh su pham dé gitip cac sinh
vién, hoc vién cao hoc, cac nghién ciru sinh dé tiép can, tir 46 quan tdm nghién ctru linh
vuc mai va dat biét quan trong nay.

2. M@t s6 khai niém co ban

Ching ta xét thi truong tai chinh mot chu ki tong quat, ma nha dau tu (NDT)
dugc phép dau tu trong tai khoan ngan hang (tai khoan tiét kiém) va mot tap hop hiru
han cac c¢6 phiéu chimg khoan S',...,S". Gia ctia ¢6 phiéu thu i, S' tai thoi diém t=01a
S|, vatai thoi t = 1 12 S|. Gia su rang, tai thoi diém t = 1, thé gici tai chinh c6 thé &
mot trong k trang thai o, ®,, ..., ®, V&1 Xac suét duong P(w,) >0, i =1, ...,k. Do do, thé
giéi tai chinh c6 khong gian trang thai 1&:Q = {@, .., o). Gid cd phiéu
S, : Q — [ dugc xem nhu mot bién ngau nhién xac dinh trén khong gian xac suat (Q, F,
P), trong d6 F:= {A : A € Q}. Vay S\(w)Ia gia cna cb phiéu thu i, tai thoi diém t = 1
khi thé gioi tai chinh & trang thai ® € Q. Di nhién md hinh tai chinh mot chu ki la
khong thuc té, nhung né nhu té bao trong mét ciu trac kinh té, cho phép ching ta hiéu
va giai thich nhiéu nguyén Ii quan trong trong toan tai chinh.

Gi4 tri thoi gian caa tién t&: 1 USD trong tay hdm nay thi c6 gia tri hon sy ki
vong nhan duoc 1 USD ¢ mdt ngay nao do trong twong lai, do do viéc vay tién khong
thé tw do. Ngudi vay phai tra chi phi, dugc goi 1a i suét, cho nguoi cho vay. Goir > 0
1 13i boi roi rac khong rai ro, ma mot don vi tién té duge gui trong tai khoan ngan hang
s& tang thanh (1 + r) don vi trong mot chu ki thoi gian T. Khéu hao gia tri tién theo thoi

. , . N X X 1 , , -, Y A o ~ ..
gian voi thura s6 khau hao c::l— cho phép ta so sanh gia tri tien t¢ ¢ nhiing thoi
+r

diém khac nhau. Vay mot sb tién X tai thoi diém T c6 thé xem nhu 12 s6 tién c¢X ngay
hdm nay.

Mét chién lwgc kinh doanh (hay mét phuwong an dau tu) 12 mot cip (x, H), trong
d6 H=(H,,H,,...H,) el " (d6i khi dé don gian ta viét mot chién lugc kinh doanh 1a
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H) 1a mot véc to (N + 1)chiéu, x 13 tong s6 vén ban dau (tai thoi diém t = 0) va
H,i=12,., N la s6 lugng c6 phiéu ciia chimg khoan thw i. Gia sir rang SJ =1 va
S" = 1 + r. Cho truéc mot chién Iugc kinh doanh (x;H) nhu trén, ta luon gia sir rang
sb tién con lai x—(H,St+H,S5+..+ Hy S} )=H, dugc dau tw khong rii ro trong tai
khoan ngén hang. Vay gia tri V, (x,H) ciia (x, H) tai thoi diém t=0 dwoc cho boi
V, (X, H) = ZH: HS, = x
i=0

Gia tri V,(x, H)cta chién luge kinh doanh (x, H) tai thoi diém t = 1 1a mot bién
ngau nhién
N .
V,(x,H):=Y Hs; (1)
i=0
Qua trinh 13i (hoiic 18) G(x, H) duoc dinh nghia béi

N
G(x,H)=H,r+ > H,AS (2)

i=1

trong d6 AS' =S, —S! 12 sy thay d6i ctia gia c6 phiéu ching khon thir i.
Dé dang kiém chung rang
V,(x,H) =V, (x,H)+G(x,H)
Qua trinh gia c6 phiéu khiu hao dugc dinh nghia
S==S and S =cS
Khi i=1,..., N. Vaquatrinh gia khau hao twong tmg cua (x, H) 1a
Vo(x,H)=x and  V;(x,H)=H;+> HS
i=1

Qué trinh 13i khdu hao G(x,H) la bién ngiu nhién

~ N ~.
G(x,H)=> HAS
i=1

V6i AS' = é'l —ég . Bing phép tinh don gian ta c6

V,0GH) =V, (G H)  and V(x H) =cV,(x, H)

V, (%, H) =V, (x, H) + G(x, H)
Dinh nghia 1.

Mgt chién luoc kinh doanh (x, H voi H=(H,,H,,...H\) duwoc goi la c6 co hji
chénh léch thi gid (hay goi tdt & chénh |éch thi gid) néu

1. x =V,(x,H) =0.
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2.V,(x, H) > 0.
N
3. E[Vl(X,H)] =Y P(w)V,(x,H)(@,) > 0. Piéu kién ndy thi twong dwong vdi:
i=1
Ton tai » € Qsao cho V,(x,H)(w)>0.

Ghichii 1. Vi c= —— > 0, nén d& dang suy ra két qua (x, H) 1a mot chién lugc

1+r
kinh doanh chénh léch thi gia néu va chi néu
1. V°(x, H)=0.
2. V'(x, H)>0.

3. E[V'(x, H)]>0.

Bang sy tinh toan don gian chung ta ciing c6 két qua sau: mot chién luoc kinh (x,
H) c6 co hoi chénh Iéch thi gia néu va chi néu

G(x,H)>0 (3)

E[G(x,H)] >0 4)

Mot cach truc giac, chién luge dau tu ¢6 co hoi chénh léch thi gia 1a chién lugc
dau tu khong gdp bat clr rai ro nao, va xac suat kiém duoc lgi nhuan 1a duong. Sy hién
hitu cia mot co hdi chénh léch thi gia nhu vay c6 thé xem 1a thi truong tai chinh khong
hiéu qua, theo nghia la chac chan tai san khong dugc dinh gia mdt cach hop li. Trong
cac thi truong thuc te€, co hoi chénh 1éch thi gia rat hiém khi tim thay. Do d6, su vang
mat ctia co hoi chénh Iéch thi gia sé 1a gia thiét then chot.

Su vang mit ciia co hoi chénh lgch thi gia dan dén S! triét tiéu P-hkn khi S) =0.
Do d6 khong mit tinh tong quat néu chung ta gia St rang

S,>0, i=12,..,N (5)

B d¢é sau dau chiing to rang, khi khong xuét hién co hoi chénh léch thi gid, thi thi
truong co tinh chat sau: Moi dau tu vao tai san rii ro ma no cd ket qua tot hon dau tu ¢
tai san khong rui ro, thoa mén vaéi xac suat duong, thi chién lugc dau tu nay phai chap
nhan nhugc diém la cé thé gap rui ro.

Bé dé 1.

Cac phét biéu sau day la twong dwong nhau

(@) Thi truong tai chinh cé co hoi chénh léch thi gia.

(b) C6 mgt véc to H' = (H,, ..., H )e" sao cho

H'S, = STHSL > L+ H'S, == (r+)> H,S) P-as. (6)

i=1 i=1

Va P[H'S, > (r +1)H'S,] > 0
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Chitng minh.

D¢ chimg minh (a) suy ra (b), ldy (x, H) v6i H=(H,, H')=(H,,H,,... H,)la
phuong an dau tu c6 co hoi chénh léch thi gia, thi

0>V, (x,H)=H, +H'S, @)

Do do,

—(1+r)H1802 H18\+(1+r)HOEV1(X,H) (8)

Vi V,(x,H) khdng &m P-hau khip noi va duong ngit véi xéc suat duong, do do
ta ciing c6 két qua tuong tw cho H'S, —(1+r)H" S;.

Chung minh (b) suy ra (a): Liy H = (HO, Hl) véi le(Hl,..., HN) nhu trong (b).
Ta khang dinh rang phwong 4n dau tu (x, H) véi H, =—H,S, 12 mot phuong an chénh
léch thi gia. That vy, V,(x,H)=H,+H'S;=0 theo dinh nghia. Mit khac,
V,(x,H)=H, (1+r) +H'S, =—(1+r)H'S,+H'S ma n6 khong am hau khdp noi va
dwong ngit voi xac suat duong. mi
Dinh nghia 2.

Mot do do xdc suat [ trén (Q, F, P) duoc goi la dé do rii ro trung tinh hay d¢
do martingale neu

1.0 (@)>0, Véi moi 0 €Q va

2. E, [cSil]zsg, i=12,..,N BDiéu kién ndy th twong dwong véi véi diéu kién
E [a§]=0,i=12..N.

Vidu 1. (M6 hinh thi truong tai chinh, hai trang thai, mot chu ki).

Xét md hinh tai chinh rat don gian gom hai trang thai va mot chu ki nhu sau

e Mot tap hop thoi gian giao dich T:={0;1}. Thoi diém hién tai 1a t = 0, thoi diém
bit dau giao dich va thoi diém T = 1 12 thoi diém déo han, két thic giao dich. Tai thoi
diém T = 1 gia sir rang khong gian tai chinh chi gdm hai trang thai (hay kich ban): Q =
{o,, ®,}, o, biéu dién thi truong tdt, va w, biéu dién thi truong xau.
e Do do xé4c suit P trén Q xac dinh béi
P(w)=p,(0<p<l) vaP(w,)=1-p=q.

Sl(a)l); d— S, (@)

Ta dinh nghia u:= va gia str ring 0<d<1<u. Diéu ndy c6

0 0
nghia 1a gia chimg khoan co thé 1én khi e, xay ra va giam khi , Xay ra, nhung trong
moi truong hop u va d van dwong. Ta noi ring thi truong khong chénh léch gia
(arbitrage free) néu khong co co hdi chénh léch thi gia trong mo hinh.
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Ménh dé 1.
M6 hinh tai chinh hai trang thdi, mgt chu Ki 1& khdng chénh léch gid néu va chi
neu d<l+r<u.

Chitng minh. Xem [5]

Goi P, latap hop tat ca cic d¢ do xéc sudt riii ro trung tinh ma n6 twong duong
Vi do do P. Nhic lai ring hai d6 do Q va P duoc goi 1a twong duong nhau (Q ~ P)
néu, Voi A € F, Q(A) = 0 néu va chi néu P(A) = 0.

3. Nguyén li dinh gia tai san

Dinh Ii sau day la mot trong nhirng nguyén li quan trong nhat ctia nganh toan hoc
tai chinh
Dinh i 1. (Nguyén li dinh gia tai san)

Mb hinh tai chinh mér chu Ki tong qudt [a khdng chénh léch gid néu va chi néu
Py 29.

Chitng minh. Xem [3].

4. Nguyén li thi trwong day di

Mot quyén chgn hay mot quyén tai chinh (a contingent claim) (con duoc goi 1a
san pham phai sinh (derivatives)) la mot bién ngau nhién X, xac dinh trén khong gian
tai chinh co gé (Q, F, P)‘, biéu dién thu hoach cua nha dau tu tai thoi diém dao han
T=1. Chu y rang mot quyen chon 1a mot th dong tai chinh gitra nguoi mua va nguoi
ban, ki tai qth‘oi diém t= 0. Nguoi ban cam ket s€ tra cho ngudi mua mot so tien X(w)
tai thoi diem T =1 néu ® € Q 1a trang thai téiNChinh luc nay. Do do, khi xem xét tai
thoi diém t = 0 thi :[hu hoach X 1a mgt bién ngau nhién, va van dé dugc quan tam la:
xac dinh, tai thoi diém t = 0, gia tri cua thu hoach X nay.

Dinh nghia 3.

Cho X 1a mgt quyén i chinh, mét phirong dn dau e (x, H) dwoc goi la phirong
dn ddp vmg (a replicating strategy) hay mot bao hé (a hedge) cho X néu V, (x,H)=X
tai thoi diém t= 1.

Dinh nghia 4.

Mot quyé‘n, tai chinh X dwoc goi Ié‘dgt duoc (attainable) hay mua bdin dwoc
(marketable) néu c6 mot phuwong dan dau tw (X, H) bdo ho cho X (nghia la
V, (x,H) =X). Thi truong tai chinh dwoc goi la day dii (complete) néu méi quyén tai
chinh X, déu c6 thé Aim dwoc phwong dn dau tw (x, H) bdo hé cho X.

- Ta c6 mot nguyén Ii quan trong tinh toan gia tri ciia quyén tai chinh X tai thoi
diém t = 0 (dugc goi 1a nguyén i gia tri rii ro trung tinh (Risk neutral valuation
principle)), qua dinh Ii sau
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Dinh i 2. (Risk neutral valuation principle)

Néu thi truong fai chinh mét chu Ki tong quat khong chénh léch gid, thi gia tri
Cua mot quyén tai chinh mua ban dwoc X tai thoi diém Ki hop dong, t = 0, ¢0 thé duoc
tinh qua cbng thic

V, =E. [cX] (9)
trong d6 @ do xdc sudt rii ro trung tinh bat Ki.

Chitng minh. Lay (x, H) 1a mot chién lwgc dau tr bao ho X, ie.V,(x,H)=X va
] ePy,taco

V,=V,=E [\70]=E [V, -Gl
=E [V,]-E. [ZHAS]

—E [V,] Z H,E[AS']
=E [V,]- O E.[V,]=E. [cX]

Ghi chd 2. Trong thi truong tai chinh lanh manh (nghia 1a khong cé chénh léch
gid), néu X 1a mot quyen tai chinh va (x, H) 1a phuong an dau tu dap tmg cho X, thi X
la gia ctia quyén tai chinh X tai thoi diém hién tai t = 0.

Vi dy 2. (tiép theo vi du 1) Ta xét mot quyén tai chinh 1a quyén chon mua kiéu
chau Au (viét tic QCMKCA)). QCMKCA la mot hop dong ki ket gilra bén viét hop
ddng (dé ban) va bén mua hop ddng (gitt no) trén co so tai san co ban (nhu chung
khoén, trai phiéu, cac loai tién té...), quy dinh ngudi gitr hop dong co quyén, nhung
khong bat budc mua tai san trong thoi diém déo han trong twong lai T véi mot gia thuc
thi quy dinh trude 1a K. Tai san, thoi diém dao han T va gié thuc thi K 1a c&c yéu to
quan trong cua hgp dong nay. Nguoi gitr hgp dong s€ 1am nhu sau ¢ thoi diém déo han:
Néu gia chimg khoan S, tai thoi diém T =1 cao hon K thi nguoi gitr hop dong s& mua
ctia ngudi viét hgp dong va dem ban ngay lai cho thi trudng tai chinh véi gia S, va thu
dwoc mon lgi 1a S, — K. Néu gia chimg khoan khoan S, tai thoi diém T = 1 thép hon K
thi nguoi gitt hop ddng s& khong thuc thi, vi don gian 1a gia bén ngoai thi truong ré
hon. Trong truong hop nay, nguoi gitt hgp dong khong thu duge mon loi nao. Vi li do
trén nén ta c6 thé xem QMKCA 1a mot tai san ma lgi nhuén cia nd tai thoi diém dao
han T = 1 1a max (S, - K,0).Cau héi tw nhién 1a: Gia ciia mot QMKCA tai thoi diém t =
0 12 bao nhiéu? Loi dap cua cau hoi ndy 1a mot ap dung ciia nguyén i dap tmg dé bao
ho (Replication Principle) ma ta xem xét sau day.

Gia sir ta c6 mot quyén tai chinh tong quat hon mot QCMKCA vira xét, tirc 12 San
pham c6 dang h(S,), trong @6 h:0 —[1 1a mot ham s6 sao cho h(S,) ciing 14 mot bién
ngau nhién, QMKCA c6 thé chon mdt ham riéng cho h nhu h(x):=max(x-K,0).Co
rat nhiéu kha nang khac nhau khi chon ham h dé c6 nhiéu quyén tai chinh khac nhau.
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Theo Dinh nghia 3, mdt phwong 4n dau tu bao hd cho h(S,) 1a mét chién lugce
kinh doanh (x, H) (véi H:=(H,,H,)) théa man diéu kién V,(x, H)=h(S,),diéu kién
nay thi tuong duong vai

H0(1+r)+H181(a)1):h(Sl(a)l)) (10)
Ho(1+r)+H151(a’2):h 1(‘02)) (11)
Hay

Ho+ CHlsl(a)l):Ch (Sl(a)l)) (12)
Hy+ cH,S, (a)z) =ch (Sl (a)z )) (13)

trong do c:= il |4 thira s6 khau hao.
r+

Ménh dé 2.

Trong md hinr] tai chinh mgr chu ki, hai trang thdi‘va khong chénh léch gid, gia
sir h(S,) 1a mét quyen tai chinh va (x, H) la phwong an dau tw bao ho cho h(S)), thi x la
gi& cuia quyén tai chinh h(S,) tai thoi diém t = 0.

Chitng minh. Tur (12) va (13) taco

_h(S,(ey))-h(S,(,))
TS (@) =S, (@,) (14)
Ta dinh nghia

=l 9

p:
Vid<l+r<u suyraring 0<p<1 vataco

u-1-r
1-p:= 16
P u-—d (16)

va
c(pS,(@,) + A-P)Sy(@,)) =S, 7)
Ta nhan phuong trinh (12) véi p, phuong trinh (13) v6i 1 — p va cong vé ddi
Ve, ta duogc
x+H,[ c(pS, () +(1-P)S, (@,)) S, |=c[ B (S, (@) +(1-P)h (S, (w,))]  (18)
Tu (17) suy ra
x =c[ph(S,(@,)) +(1-P)h(S,(w,))] (19)

Vi u—-d=0, nén ta ludn ludn co6 thé tim dugc phuong an dau tr bao ho cho mot
quyén tai chinh trong mé hinh mét chu ki, hai trang thai. M6 hinh tai chinh c6 tinh chat
nay dugc goi 12 mo hinh day du (complete) va nguoc lai, ta goi 1a mé hinh tai chinh
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khong ddy du. Cong thuc (14) thuong dugc goi 1a cong thic bao ho Delta (Delta
Hedging Formula). Trong moé hinh tai chinh khong day du, ta khong thé dung ki thuat
dinh gia phai sinh theo nguyén li dap Gmg dé bao ho.

Piéu dang luu y |4 gia x ciia quyén tai chinh theo cong thuc trén thi khdng phu
thudc vao xac suat p hay q:= 1 — p cua su xuat hién trang thai tai chinh @, hoic w,.
Dic biét, 1ay P 1a mot d do xac sudt khac trén Q == {w,, w,} V6i

P(w)=p, P(w,)=1-p

Thi x chinh 1a gia tri ki vong lgi nhuan d& khau hao, ldy theo do do xac suit méi
P, nghiala

x=E;[ch(S))] (20)

Do do xac suat P 1a do do xac suat rai ro trung tinh, vi dudi do do nay, gid quyén
tai chinh chi phu thudc vao ki vong cua lgi nhuan ma khéng chi phoi bai rai ro nao.

Bé dé 3.

Gid sir md hinh tai chinh mér chu Ki tong qudt [a 1anh manh (hay khéng cé chénh

léch gid), thi thi truong nay la day du khi va chi khi so trang thdi cia thi truong trong

Q bang véi s6 véc to dgc lap tuyén tinh trong {S0,S), ... SN}, nghia [a ma trdn k hang,
(N + 1) cot A cho boi
S Sie) . M)
a8 S@) . S
Sf Si(a)k) SlN(a)k)
phdi cé hang la k.
Chitng minh.

Theo két qua tir dai s tuyén tinh, ma tran A c6 hang 1a k khi va chi khi, vi mdi
X e[ %, phuong trinh AH = X ¢6 mot nghiém duy nhat H e[ ™*. Mat khac ta co
S. Si@) .. Si(@) | Ho| |VilxH)@)
S! Si(@) . S'(@) || H |_|Vi(x,H)(®@,)
S Si®) .. S'(o)][Hy Vi (X, H)(@,)
Diéu ndy chiing to rang tim mot phuong an dau tu bao ho cho quyén tai chinh X
la tuong duong vai viée giai hé phuong trinh AH = X, m
Bé dé 4. (Farkas Lemma)
Cho ma trdn A, m hang, n ¢t va mét véc to' cét m chiéu b, thi hodc Ia
AX=b, x>0, xell" (22)
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€O Mgt nghiém, hodc

b'y<0, Aly>0, yel™ (22)
cO Mot nghiém, nhung khong thé ca hai cing 10c xdy ra.

Chitng minh. (c6 thé xem [4]).

Ghi cha 3.

Tir BO dé Farkas, ta co thé kiém ching dé dang rang néu h¢ (21) v6 nghiém, thi
ton tai y e[) " sao cho

b'y>0, and ATy=0 (23)
Bé dé 5.

Gid sir rang mé hinh tai chinh mét chu Ki tong qudt 1a 1anh manh, th quyén i
chinh X la mua ban dugc néu va chinéu E, [cX] Idy cling mét gid tri véi moi [ € P,

Chitng minh. Gia st quyén tai chinh X 13 buén ban duoc, thi theo Pinh Ii 2 va
Ghicha 2
E. [cX]=V, (constant)

d6i voi moi do do xac suat rai ro trung tinh O . Nguoc lai, gia sir rang X khong budn
ban dugc, ta s& ching minh rang c6 hai do do xac sut riii ro trung tinh [, va [ ,trén
Q sao cho

E, [eX]=E, [cX]

Néu X khong budn ban dugce thi hé (21) khong c6 nghiém, theo B dé 4, Ghi chi
3, c6 mot véc to [1=(I1,,...,I[1,) théa [TA=0 va [[X>0. Cho truéc mot d do xac
SUAt r0i ro trung tinh [J , trén Q. Bay gio ta xem [J , dugc dinh nghia boi

0 o(w) =0 (a)+ A1, Sf
V6i L >0 sao cho [, (@) >0Vv6i moi o € Q. Vi tinh chit T A =0, din dén
Kk Kk Kk
ZD 2 (@) :ZZD 1(wi)+ﬂ“zni S =1
i-1 i-1 i1
Do d6 [, ciing 1a d6 do x4c suat rdi ro trung tinh trén Q. Mt khac,
k
E. [cX]=2 1 ,(@)cX(e,)]
i=1

= Zk:CD 1(wi)x(a’i)+)“_zklni X(®))
—E [oX]+AIIX

Tir AIIX > 0 suy ra rang
E, [cX]#E. [cX] O
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Dinh i 3.

Gid sir md hinh thj trieong fai chinh mét chu Ki tong qudt khéng chénh léch gid,
thi thi truong la day du néu va chi néu cé ding mét do do xdc suat rui ro trung tinh,
nghia la [P, | =1.

Chitng minh. (=): Gia sir thi truong khong chénh léch gia va day du, theo nguyén
li dinh gia tai san, ton tai mot d§ do xac suat rui ro trung tinh. Gia sur rang P, chtra hai
d6 do xé4c sut rdi ro trung tinh [ ,va [J ,. Ta s& chiing minh rang 0 , =01 ,.

Voimdii=1,2,..., K, liy quyén tai chinh X dinh nghia boi
S, w=o

Xi(w)={

0, ® # o,
Thi X' 1a quyén tai chinh véimdi i=1, 2, . .., k. Hon nita

11(0)=E [$XT=E [SXT= (@),

Do @6, U, =1 ,.

(<): Gia st rang thi truong 1a khéng chénh léch gia va c6 diing mot do do xac
suat rui ro trung tinh. Ta s€ chirng to rang thi truong la day du, nghia la lay X 1a mot
quyén tai chinh bat ki, ta chiung minh X la mua ban dugc. Diéu nay dung. That vay,
VGi gia thiét thi truong c6 dung mot do do xAc sudt rai ro trung tinh [0, thi
E, [cX]c6 mot gia tri duy nhét. Ttr B6 dé 5, suy ra rang X 1a mua ban dugc. Dinh Ii

dugc chiing minh. o
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